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1. INTRODUCCION 

La bomba centrifuga es por excelencia el equipo de bombeo más utilizado para 

transporte de fluidos, tanto para las actividades cotidianas del ser humano como en 

la industria. El principio de operación de las bombas centrifugas hace que estas 

funcionen inevitablemente en puntos de operación diferentes a su punto de mayor 

eficiencia. El hecho de que una bomba opere con eficiencias menores a la óptima 

introduce pérdidas de energía en la operación de una instalación hidráulica, así la 

bomba esté nueva y/o en perfectas condiciones mecánicas. Entre más lejos esté el 

punto de operación de una bomba de su punto de mayor eficiencia, mayores serán 

las pérdidas de energía en la operación del sistema de bombeo. Para que una 

bomba centrifuga funcione en su punto óptimo de operación, bajo condiciones 

ideales, se requeriría que la tubería por donde va a circular el fluido se ajuste a las 

curvas de desempeño de la bomba específica a utilizar. Dado que esto no es posible 

en la gran mayoría de los casos, en la práctica se escoge la bomba que trabaje con 

la mayor eficiencia posible para desplazar fluido en una tubería determinada. La 

selección de la bomba se hace por medio de sus curvas de desempeño, luego en 

cada aplicación es necesario escoger una bomba cuya curva de desempeño se 

adapte lo mejor posible a la tubería específica por donde se transportará el fluido y 

a las condiciones de operación deseadas. Existen diferentes maneras de cambiar 

la curva de desempeño de una bomba. Una de estas formas es cambiando el 

diámetro del rotor o “impeller”, sin embargo, esta estrategia requiere la parada del 

sistema para hacer el cambio de rotor. Otra forma de cambiar la curva de operación 

de la bomba es cambiando la velocidad de rotación del impeller. Este último método 

tiene la ventaja de que no requiere la parada del sistema y se puede lograr con 

equipos eléctricos disponibles como son los variadores de frecuencia. Los 

variadores de frecuencia para motores eléctricos actualmente cuentan con tarjetas 

de control capaces de ajustarse a las condiciones de operación de su carga, sin 

embargo, los motores eléctricos sufren pérdidas en su rendimiento a medida que su 

velocidad de rotación se aleja de su velocidad nominal. De esta manera, la 

operación de una bomba en condiciones óptimas es un problema de optimización 
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que debe tener en cuenta muchas variables, tanto de la bomba, de su 

accionamiento y de la tubería.  

 

Además de los factores antes mencionados, que pasaría si las condiciones del fluido 

también cambian, Un simple cambio en la temperatura produciría cambios en las 

propiedades del fluido como son su densidad y su viscosidad, lo cual se traduce en 

un mayor o menor requerimiento de energía para su transporte. 

 

Por las razones antes mencionadas, la operación óptima de una bomba centrifuga 

requiere el monitoreo de diversas variables, no solo las principales como son 

presión y caudal, sino también otras variables como son la velocidad de rotación, 

corriente de alimentación al motor, potencia eléctrica consumida y la temperatura 

del fluido. Otras variables también pueden llegar a ser de interés para el diagnóstico 

de la operación de una bomba como son los niveles de vibración y emisión acústica. 

Por otra parte, en la industria metalmecánica de Bucaramanga existe una empresa 

fabricante de bombas centrifugas que requiere la certificación de desempeño de las 

bombas que fabrica. La necesidad primordial es la generación de las curvas de 

desempeño de sus bombas nuevas. 

 

El problema consiste entonces en el desarrollo de un banco de pruebas de bombas 

centrifugas que funcione en las instalaciones de la Universidad Autónoma de 

Bucaramanga y que permita medir las principales variables necesarias para generar 

las curvas de desempeño de una bomba centrífuga y al mismo tiempo sirva para 

hacer estudios sobre estrategias de monitoreo y control de un sistema de bombeo 

que permitan mantener la operación de un sistema de bombeo en condiciones lo 

más cercanas posible a su punto de mayor eficiencia, ante cambios en las 

condiciones de la tubería y en el fluido de trabajo. El diseño del banco y el 

procedimiento de prueba deberán cumplir con las normas internacionales 

correspondientes de tal manera que los resultados de las pruebas permitan certificar 

el desempeño de las bombas bajo estudio y de esta manera poder ofrecer este 

servicio a la industria local. 



3 
 

 
 

 

Al interior de este documento se encontrara el modelado del banco de ensayos de 

control, el diseño del controlador con el fin de maximizar la eficiencia del sistema, la 

selección de sensores y actuadores para el banco según los datos del modelado y 

finalmente se encuentra la construcción y puesta en marcha del banco de ensayos 

según los resultados del modelado y las normativas que rigen la construcción de 

estos tipos de laboratorios. 
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2. OBJETIVOS 

 

 

2.1 Objetivo general 

 

Desarrollar un banco para ensayos de control de bombas centrifugas 

 

 

2.2 Objetivos específicos 

 

 

 Realizar la búsqueda bibliográfica sobre la teoría y normas que aplican para 

el diseño de un banco para certificación de bombas centrífugas 

 Hacer la ingeniería de detalle del diseño de un banco de pruebas de bombas 

centrífugas, basándose en las normas para certificación de bombas, y que 

permita realizar ensayos de control de sistemas de bombeo 

 Seleccionar la instrumentación, sensores y actuadores necesarios para 

generar las curvas de desempeño de una bomba centrífuga 

 Desarrollar un software para adquisición de datos y generación de curvas de 

desempeño de bombas centrífugas 

 Obtener un modelo matemático del sistema de bombeo 

 Proponer una estrategia de control óptimo que maximice tanto la eficiencia 

energética como el desempeño del sistema de bombeo en términos de 

máxima entrega posible de caudal y presión a una tubería específica 

 Realizar la construcción, montaje, ajuste y puesta en marcha del banco de 

ensayos. 
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3. JUSTIFICACION 

La bomba centrífuga es uno de los tipos de bomba más usado por su relativa 

sencillez y alta eficiencia. La principal característica de las bombas centrífugas es 

que su descarga (el caudal que entrega) no es constante cuando hay cambios de 

presión en la tubería. La entrega de caudal depende de la presión medida en el 

puerto de salida de la bomba, que a su vez depende del movimiento del fluido por 

la tubería. 

 

Dado que las bombas centrifugas y los sistemas de bombeo son equipos de uso 

masivo, un aumento en la eficiencia de dichos sistemas representa reducciones 

considerables en costos de energía para las empresas y las comunidades en 

general.  

 

En la mayoría de los casos quienes se encargan de optimizar los sistemas de 

bombeo se enfocan en componentes por separado, por ejemplo, buscando la 

bomba más adecuada para garantizar un caudal deseado en una tubería 

determinada, u optimizando el accionamiento y su sistema de control, en donde 

muchas veces se asume que la carga es simplemente un torque resistivo que 

aumenta con el cuadrado de la velocidad. 

 

Para aumentar la eficiencia energética al máximo posible es primordial diseñar 

estrategias para optimizar el funcionamiento del sistema de bombeo de forma 

integral, es decir, considerando la bomba, su sistema de accionamiento y la tubería 

correspondiente. A esto hay que sumarle que el fluido de trabajo puede presentar 

cambios en el tiempo, como sucede en la industria del petróleo, en donde los fluidos 

provenientes de un pozo pueden cambian en composición, temperatura y caudal, 

etc. 
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Por las razones antes mencionadas, se requiere el desarrollo de un banco de 

pruebas que permita obtener las curvas de desempeño de las bombas centrífugas 

y además permita hacer estudios sobre estrategias de control para optimizar de 

forma integral la operación de los sistemas de bombeo que involucran bombas 

centrífugas. Este mismo banco permitirá a futuro hacer otros desarrollos en el 

campo del monitoreo de integridad de equipo rotatorio por los métodos de análisis 

de vibraciones y emisión acústica, entre otros. 
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4. ESTADO DEL ARTE 

Dentro de las investigaciones previas realizadas en el campo de las bombas 

centrifugas y su control se observa que ha habido gran interés en la optimización 

del desempeño de las bombas [1]. En la literatura se encuentran resultados de 

diferentes enfoques de optimización como son la operación de bombas en paralelo 

con el fin de obtener mayor eficiencia, optimización por medio de variador de 

frecuencia para el control de la bomba, estrategias de control óptimo para la 

operación de las bombas, entre otras [2]. El factor común en los proyectos de 

optimización ha sido tener dentro de los objetivos conseguir el mejor desempeño 

posible con las menores pérdidas mecánicas e hidráulicas, al igual que teniendo el 

menor consumo de potencia posible. [3][4] 

 

Una iniciativa que puede ser de amplia aplicación en la industria por las ventajas 

que ofrece es el de realizar pruebas de desempeño hidráulico y mecánico a las 

bombas centrifugas sin detener su funcionamiento. Este enfoque permite evitar las 

pérdidas económicas asociadas con las paradas de las plantas de producción en 

las empresas [5]. 

 

El aspecto más importante para el proyecto radica en el control de la bomba. Para 

ellos es necesario conocer el funcionamiento de un variador de frecuencia para el 

control de velocidad del motor eléctrico (por ejemplo, de inducción) y también 

conocer las metodologías de diseño de sistemas de control óptimo para el mismo. 

La literatura muestra diversos avances sobre metodologías para el diseño del 

control óptimo, por ejemplo, control óptimo del motor eléctrico usando la técnica de 

control voltios-Hertz, así como su implementación con la ayuda del variador de 

frecuencia y su respectiva validación experimental [6]. 

 

El proceso de optimización de los sistemas de bombeo también puede hacer uso 

de simulaciones con ayuda de software de métodos numéricos que permite resolver 

múltiples ecuaciones con múltiples incógnitas para obtener resultados como por 
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ejemplo sobre fricción en los alabes, o curvas de desempeño que puedan luego ser 

corroboradas por medio de experimentos. La simulación por computador permite 

por ejemplo observar el comportamiento del fluido al pasar por el impeller, y esto 

ayuda a visualizar los perfiles de presión que se forman al interior de impeller y de 

esta manera se puede comprobar si el diseño del impeller es eficiente [7]. 

 

Una parte muy importante para el banco de ensayos, es la forma de adquisición de 

datos de los sensores de presión y caudal para la obtención de las curvas 

características de la bomba y finalmente por realizar un control optimo del flujo a 

través de la tubería, para ellos es importante realizar una interfaz gráfica para la 

generación de curvas y otra para la implementación del controlador [8]. Un aspecto 

importante para la generación de la interfaz gráfica para la obtención de las curvas 

características de la bomba, es escoger un software adecuado para esta tarea, para 

este trabajo se escogió el software LABVIEW [9]. 

 

Otro aspecto importante a tener en cuenta en el desempeño de bombas centrifugas 

es la posible presencia de cavitación, por esta razón es importante conocer cuando 

se presenta este fenómeno y como prevenirlo o mitigarlo [10] [11]. También es muy 

importante a la hora de prevenir cavitación y también para asegurar la medición por 

parte del sensor de caudal una adecuada geometría de la tubería por donde pasara 

el fluido [12]. Ya que si la medición por parte de los sensores no es la adecuada no 

se podrán generar las curvas características de la bomba que se requieren. 

 

Finalmente es importante tener información sobre los procedimientos que se deben 

seguir para realizar de forma correcta las pruebas de las bombas, y el tipo de 

sensores que se deben usar y como deben ser dispuestos en el banco de pruebas 

sin alterar su funcionamiento.  
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5. MARCO TEORICO 

A continuación, se presenta un resumen de los fundamentos de las bombas 

centrífugas, su caracterización y su funcionamiento dentro de sistemas de bombeo. 

El material es tomado principalmente del libro: The Centrifugal Pump, publicado por 

Grundfos [13]. 

 

La bomba centrifuga aumenta la presión del fluido al transferir energía mecánica 

desde el motor eléctrico hacia el fluido, por medio de un rodete o impeller. El fluido 

entra por el centro del impeller y circula a lo largo de sus alabes. La fuerza centrífuga 

incrementa la velocidad del fluido y luego esta energía cinética es transformada en 

presión. En la figura 1 se ilustra el camino del fluido a través de la bomba. [16] 

 

Figura 1 Camino del fluido a través de la bomba [17]. 

 

5.1 Partes de una Bomba Centrífuga 

Los principales componentes hidráulicos son comunes para la mayoría de las 

bombas centrifugas. Los componentes hidráulicos son las partes del sistema 

que están en contacto con el fluido de trabajo. La figura 2 muestra algunos 
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componentes de la bomba centrifuga, los cuales serán explicados 

posteriormente en este documento. 

 

 

Figura 2  Partes principales de una bomba centrifuga [18]. 

 

5.1.1 Entrada y Salida 

La bomba es conectada a un sistema de tuberías en sus puertos de entrada y salida. 

El diseño de estos depende de las dimensiones de la tubería a la cual va a ser 

conectada. La entrada de la bomba guía el fluido hacia el impeller, el diseño de la 

entrada depende del tipo de bomba. 

 

5.1.2 Rodete o “Impeller” 

Como se mencionó anteriormente, los álabes del impeller transfieren energía 

mecánica al fluido incrementando su presión y su velocidad. El fluido es succionado 

al interior del impeller hacia su centro y fluye a lo largo de sus alabes. Existen 

diferentes tipos de rotores dependiendo de los requerimientos de presión, caudal y 

aplicación. El impeller es el principal componente de la bomba y determina su 

rendimiento. 
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La facilidad para incrementar la presión y el caudal depende principalmente de si el 

fluido entra al impeller de manera radial o axial. En un impeller radial hay una 

diferencia significante entre el diámetro interno y el externo. En este caso la fuerza 

centrífuga genera una presión alta pero un caudal bajo. Por el contrario, presiones 

bajas y altos caudales se encuentran en impellers axiales en donde no existen 

cambios en la dirección radial y se tienen amplios puertos de salida. Impellers semi-

axiales son usados cuando se requiere un balance entre la presión y el caudal. 

 

El impeller posee una cantidad de álabes. La cantidad depende principalmente del 

desempeño y de las restricciones en el ruido, además de la cantidad y tamaño de 

partículas sólidas presentes en el fluido. Impellers de 5 a 10 alabes han obtenido 

las mejores eficiencias para fluidos sin partículas sólidas. Rotores con uno, dos o 

tres álabes son más usados para fluidos con partículas como es el caso del agua 

residual. Los bordes de estos impellers son diseñados para impedir que las 

partículas sólidas bloqueen el impeller. 

 

5.1.3 Voluta y difusor 

La voluta recoge el fluido del impeller y lo lleva hacia la salida de la bomba. La voluta 

convierte el aumento de presión dinámica en el impeller en presión estática. La 

velocidad es gradualmente reducida al realizar un cambio en la sección transversal 

de la salida, esta transformación se conoce como velocidad de difusión. 

 

La voluta se compone de tres principales componentes, el anillo difusor, la voluta y 

el difusor de salida, la conversión de energía ocurre en todos los tres componentes. 

La principal función del anillo difusor es guiar el fluido del impeller hacia la voluta. 

La sección transversal del anillo difusor es aumentada debido al aumento de 

diámetro entre el impeller y la voluta. La principal tarea del difusor es recolectar el 

agua del impeller y llevarla hacia el difusor de salida. 
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5.2 Curvas de desempeño 

El desempeño de una bomba es normalmente descrito por una serie de curvas. 

Estas son usadas normalmente por los clientes para seleccionar una bomba que 

cumpla con los requerimientos de su aplicación. 

 

 

Figura 3 Curvas típicas de desempeño de una bomba centrífuga [16] 

 

5.2.1 Cabeza 

Cabezal hidráulico, carga hidráulica o altura piezométrica, es una medida específica 

de la presión del líquido por encima de un datum geodésico. Por lo general, se mide 

como una elevación de la superficie líquida, expresada en unidades de longitud, a 

la entrada de un tubo piezómetro.  

 

Una curva Q-H o curva de la bomba muestra la cabeza (H) como una función del 

caudal (Q). El caudal es la cantidad de fluido que pasa a través de la bomba por 
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unidad de tiempo. El caudal es generalmente dado en metros cúbicos por hora, pero 

para las formulas se trabaja en metros cúbicos por segundo. 

 

Una forma simple para encontrar la curva Q-H para una bomba determinada es por 

medio del sistema de la figura 4. La bomba se enciende y empieza a moverse a 

velocidad constante. Q es igual a 0 y H llega a su valor máximo cuando la válvula 

es completamente cerrada. Luego la válvula se abre gradualmente y mientras Q 

aumenta H disminuye. H es la altura del fluido en la columna cuando la válvula se 

abre. 

 

 

Figura 4 Como determinar la curva QH [16] 

 

El diferencial de presión en la bomba es medido y entonces la cabeza es 

calculada por medio de la siguiente formula: 

 

𝐻 =
∆𝑝𝑡𝑜𝑡

𝜌𝑔
 [m] (1) 
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5.2.2 Diferencial de presión en la bomba 

El diferencial de presión total en la bomba es calculado a partir de tres componentes: 

 

∆𝑝𝑡𝑜𝑡 = ∆𝑝𝑠𝑡𝑎𝑡 + ∆𝑝𝑑𝑦𝑛 + ∆𝑝𝑔𝑒𝑜 (2) 

 

Dónde: 

∆𝑝𝑡𝑜𝑡 = Diferencial de presión total [Pa] 

∆𝑝𝑠𝑡𝑎𝑡 = Diferencial de presión estática [Pa] 

∆𝑝𝑑𝑦𝑛 = Diferencial de presión dinámica [Pa] 

∆𝑝𝑔𝑒𝑜 = Diferencial de presión geodésica entre los sensores de presión [Pa] 

 

5.2.3 Diferencial de Presión Geodésica: 

El diferencial de presión geodésica puede ser calculado con la ecuación 3: 

 

∆𝑝𝑔𝑒𝑜 = ∆𝑧 . 𝜌 . 𝑔 [Pa] (3) 

Donde  

∆𝑧 es la diferencia vertical entre el manómetro a la entrada de la bomba y el 

manómetro a la salida de la bomba. 

 

5.2.4 Potencia 

La curva de potencia muestra la razón de transferencia de energía en función del 

caudal, esto se puede observar en la figura 5. La potencia está dada en Watt. 
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Figura 5 Curva típica de potencia y eficiencia versus caudal [19] 

 

5.2.5 Potencia Hidráulica: 

La potencia hidráulica es la potencia transferida de la bomba hacia el fluido. Se 

puede calcular con la ecuación 4, teniendo definido el caudal, densidad y cabeza: 

 

 

𝑃ℎ𝑦𝑑 = 𝐻 . 𝑔. 𝜌 . 𝑄 =  ∆𝑃𝑡𝑜𝑡. 𝑄 (4) 

 

5.2.6 Eficiencia 

La eficiencia total de la bomba es la relación entre la potencia hidráulica y la potencia 

mecánica de entrada. En la figura 5 se muestra la curva de la eficiencia de la bomba. 

La eficiencia es siempre menor al 100% ya que la potencia de entrada es siempre 

más grande que la potencia entregada al fluido. 
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5.2.7 Carga neta de succión positiva, NPSH  

El NPSH, por su sigla en inglés “Net Positive Suction Head”, es un término que 

describe condiciones de cavitación, las cuales se consideran indeseables y 

peligrosas. 

 

Cavitación es la creación de burbujas de vapor en áreas en donde la presión local 

cae por debajo de la presión de vapor. La cavitación normalmente causa una caída 

en la cabeza, ruido y vibración. 

 

La cavitación primero ocurre en los puntos de la bomba donde la presión es baja, 

principalmente en los bordes de los alabes a la entrada del impeller. El valor de 

NPSH es siempre positivo y se establece en metros, como la cabeza. Existen dos 

diferentes valores de NSPH, NSPHr y NPSHa. 

 

NSPHa representa el NSPH disponible y es una expresión de que tan cerca está el 

fluido al punto de evaporación y se define como: 

 

𝑁𝑃𝑆𝐻𝐴 =
𝑝𝑎𝑏𝑠,𝑖𝑛 − 𝑝𝑣𝑎𝑝𝑜𝑟

𝜌. 𝑔
 (5) 

 

Dónde: 

 

𝑝𝑎𝑏𝑠,𝑖𝑛 = Es la presión absoluta a la entrada de la bomba 

𝑝𝑣𝑎𝑝𝑜𝑟 = Es la presión de vapor a la temperatura del fluido. 

 

NSPHr representa el NSPH requerido y determina el valor mínimo necesario para 

que la bomba opere en condiciones aceptables. Si el NSPHa es mayor que el 

NSPHr se puede decir que la bomba no presenta cavitación. 
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5.3 Pruebas de desempeño de bombas 

Para la caracterización de una bomba se puede medir el flujo, la cabeza, el consumo 

de potencia, el NPSH, entre otras variables. Cuando se prueba una bomba 

completa, las características del motor deben estar disponibles para poder calcular 

el desempeño hidráulico de la bomba. Para comparar las pruebas es importante 

que estas se realicen de forma idéntica. Incluso la más pequeña diferencia en la 

medición representa un cambio grande en sus características de prueba. [17] 

 

 

El desempeño de la bomba usualmente es descrito por una curva en donde se mide 

la cabeza y la potencia consumida versus el caudal. De estas curvas se puede 

calcular la curva de eficiencia. Las mediciones del desempeño de una bomba son 

usadas en proyectos de desarrollo para verificación de modelos computacionales 

y/o para demostrar que la bomba cumple las especificaciones deseadas en un 

sistema específico. 

 

Flujo, cabeza y potencia consumida son medidos durante la operación en un banco 

de pruebas que puede emular las características del sistema real al cual la bomba 

estaría expuesta. Cambiando la resistencia al flujo en el banco de pruebas, los 

valores correspondientes de flujo, diferencial de presión, potencia consumida y 

velocidad rotacional pueden ser medidas para crear la curva de desempeño de la 

bomba. Usualmente 10 a 15 datos experimentales son suficientes para construir la 

curva.  

 

Las pruebas hechas en la planta del fabricante son de dos tipos: 

 Pruebas de funcionamiento 

 Pruebas hidrostáticas 

El objeto de las pruebas de funcionamiento es determinar el gasto, carga, potencia 

de una bomba con la cual pueden determinarse las curvas características; y el de 
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las pruebas hidrostáticas es asegurar de que no existirán fugas de líquido en 

ninguna de las partes en contacto con él. 

El propósito de este proyecto se basa en realizar las pruebas de funcionamiento 

únicamente. Es decir, se medirán los caudales y presiones. Y con estos valores se 

obtendrán la eficiencia, potencia y cabeza. 

5.3.1 Gasto 

El gasto hace referencia al caudal que fluye por las tuberías. En un laboratorio de 

pruebas de bombas centrifugas normalmente los medidores más usados son los 

cinéticos (Venturi, tobera, orificio) [1]. El Venturi consiste en una reducción cónica 

en la tubería con un ensanchamiento posterior. La diferencia de áreas provoca una 

diferencia de velocidad y de presiones, encontrándose el gasto a partir de ellas, 

según la fórmula: 

 

 𝑄 = 𝐶 ∗
𝐴2

√1 − (
𝐷2
𝐷1)

4
∗ √2𝑔ℎ (6) 

 

 

Donde: 

 h = diferencial de presiones 

 A2, hace referencia al área transversal del tubo Venturi a usar para el cálculo 

del caudal. 

 La evaluación de la constante C depende de la relación de áreas y del 

número de Reynolds. 

5.3.2 Cargas 

La carga hace referencia a la presión que se tiene al interior de la tubería antes de 

la entrada a la bomba. La unidad de medición de carga es el metro para el sistema 

métrico [1]. A los cuales deben referirse todas las lecturas de presión tomadas, bien 

sea en kg/cm^2 o en cualquiera de sus derivaciones. 
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Para el agua la conversión de presión a la unidad de carga es: 

1
𝑘𝑔

𝑐𝑚2
= 10 𝑚 𝑑𝑒 𝑎𝑔𝑢𝑎 (7) 

 

La línea de referencia para la medición de cargas en bombas centrifugas 

horizontales es la línea de centros. Por otra parte, como es sabido, la carga total de 

una bomba está compuesta por la carga de succión y la carga de descarga. Estas, 

a su vez están compuestas por cargas estáticas, presiones, perdidas dinámica, etc. 

Para medir las cargas deben tenerse en cuenta los siguientes factores: 

 Debe asegurarse que exista un flujo constante. Por ellos, la presión debe 

tomarse en una sección de tubo de área constante y en un punto alejado de 

5 a 10 diámetros de cualquier válvula, codo, etc. 

 Deben hacerse cuatro orificios equidistantes conectados por un anillo que 

iguale las presiones y en el cual se tomaran las lecturas.} 

 Los orificios deben ser perpendiculares a la pared del tubo. 

 El orificio debe ser de 3 a 6 mm de diámetro y de una longitud igual o doble 

del diámetro. 

 Las puntas del orificio deben ser redondeadas 

 Deben proveerse válvulas de control y drenaje 

 Todas las conexiones deben hacerse de tal manera que no haya fugas. 

5.3.3 Velocidad 

 La medición de la velocidad de rotación se puede efectuar por medio de 

tacómetros de diversos tipos. 

 Deben tomarse dos o tres lecturas para obtener una lectura promedio 

 Cuando las pruebas se hagan a velocidad diferentes de la de operación, hay 

que hacer correcciones según las leyes de afinidad. 
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5.4 Leyes de Afinidad  

 

Las leyes de afinidad para bombas centrifugas describen el cambio que se presenta 

en el caudal, presión y potencia de la bomba al cambiar la velocidad de la bomba o 

el diámetro del rodete. Estas también nos ayudan a aproximar las curvas de presión, 

flujo y potencia de la bomba con respecto al cambio de la velocidad de la rotación o 

del diámetro del impeler.  [18] 

5.4.1 Capacidad volumétrica 

La capacidad volumétrica de una bomba centrifuga puede ser expresada como: 

𝑞1

𝑞2 
=  (

𝑛1

𝑛2
) (

𝑑1

d2
) (8) 

 

 

Donde: 

q : caudal (gpm, cfm). 

n : velocidad de rotación (rpm). 

d : diámetro del rodete (m). 

 

5.4.2 Presión o cabeza 

La cabeza o presión de una bomba centrifuga puede ser expresada como: 

 

𝑑𝑝1 

𝑑𝑝2 
=  (

𝑛1

𝑛2
)

2 

∗ (
𝑑1

𝑑2
)

2

 (9) 

 

 

Donde: 
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dp : cabeza o presión (m, ft, Pa, psi) 

 

5.4.3 Potencia 

La potencia consumida por la bomba centrifuga puede ser expresada por: 

𝑃1

𝑃2 
=  (

𝑛1

𝑛2
)

3

∗  (
𝑑1

𝑑2
)

3

 (10) 

 

 

Donde: 

P : potencia (W, bhp) 

 

5.4.4 Cambios de Flujo, presión y potencia 

Con base en los conceptos explicados anteriormente, si se llegara a dejar el 

diámetro del rodete constante, los cambios de caudal, presión y potencia son los 

mostrados en la siguiente figura: 

 

Figura 6 Cambios con respecto a la velocidad del rodete [21]. 
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En la figura 6 se puede mostrar que el cambio del flujo con respecto a la velocidad 

es de forma lineal, la de presión es cuadrática y finalmente el cambio de la potencia 

con respecto a la velocidad es cubica.  

De la misma forma si dejáramos la velocidad de rotación constante y cambiáramos 

el diámetro del impeler obtendríamos la siguiente figura. 

 

Figura 7 Cambios con respecto al diámetro del rodete [21] 

 

 
En la figura 7 se puede observar que el caudal, la presión y la potencia de la bomba 

centrifuga posee el mismo comportamiento cuando únicamente se cambia el 

diámetro del rodete que cuando únicamente se cambia la velocidad de rotación. 

5.4.5 Cambios de la curva de la bomba 

Como ya sabemos al cambiar la velocidad de la bomba se presentan cambios en el 

caudal, cabeza y potencia, respectivamente. A continuación se muestra como la 

curva de la bomba puede verse afectada al realizarse un cambio de la velocidad y 

del diámetro del rodete de la bomba. 
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Figura 8 Cambio de las curvas de desempeño la bomba con respecto a la 

velocidad [22]. 

 

 

Figura 9 Cambio en la curva de la bomba con respecto al diámetro del rodete [23]. 
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5.5 Control de sistemas de bombeo  

 

La descarga de una bomba centrifuga está determinada por la intersección entre la 

curva del sistema y la curva de la bomba. Cada sistema tiene su propia y única 

curva, expresada en metros de agua que pueden ser movidos por la bomba, esta 

curva está compuesta por la altura estática y la altura provocada por la fricción [24]. 

La altura estática total del sistema consiste en el cambio de elevación que existe 

entre el nivel de la succión y la descarga de líquido e incluye cualquier cambio de la 

presión entre la superficie de los líquidos. Esto puede ser observado en la figura 10. 

 

Figura 10 Sistema de Bombeo 

La altura causada por la fricción en el sistema involucra las pérdidas causadas por 

la tubería, válvulas, filtros, entre otros. Estas pérdidas varían aproximadamente al 

cuadrado del caudal para flujo turbulento. 

Para el cálculo de la altura estática del sistema se hace uso de la ecuación 11: 

𝐴𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎𝑒𝑠𝑡𝑎𝑡𝑖𝑐𝑎 = 𝑍 +
𝑃𝐷 − 𝑃𝑆

𝛾
 (11) 

 

 

Donde: 

Z = El cambio de elevación de la descarga y la succión. 
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𝛾 = Gravedad especifica. 

𝑃𝐷 = Presión a la descarga. 

𝑃𝑆 = Presión a la succión. 

Combinando la altura estática del sistema y la altura provocada por la fricción se 

obtiene de la curva del sistema tal y como se muestra en la figura 11. 

 

Figura 11 Representación de la curva del sistema 

 

Para el cálculo de la altura provocada por la fricción, se hace uso de la ecuación 30 

la cual es la ecuación de Hazen-Williams para estimar estas pérdidas en una tubería 

de 100 pies de tubería. Esta ecuación propone: 

 

ℎ = 0.2083 ∗ (
100

𝑐
)

1.852

∗
𝑄1.852

𝑑ℎ
4.8655 (12) 

 

Donde: 

H = perdidas en pies de agua. 
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C = constant de Hazen Williams. 

Q = flujo volumétrico en gal/min. 

𝐷ℎ = diámetro hidráulico de la tubería en pulgadas. 

Para la obtención de la contante de Hazen Williams se hace uso de una tabla en 

donde se tiene el coeficiente para diferentes tipos de materiales de la tubería. 

Una válvula de control de caudal es la solución más práctica para variar la cantidad 

de flujo que pasa atreves de las tuberías y su efecto se muestra en la figura 12. La 

válvula tiene un efecto en mover la curva del sistema, si se toma como ejemplo la 

figura 12, si la válvula está totalmente abierta la capacidad óptima de la bomba es 

Q1 pero si la válvula está un poco cerrada la capacidad optima del sistema es Q2. 

 

Figura 12 Cambio en la curva del sistema con el uso de una válvula de control de 
caudal. 
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5.6 Modelos de Sistemas de Bombeo 

 

Dentro de las investigaciones previamente realizadas con respecto al modelado 

matemático de un banco de pruebas de bombas, se puede resaltar los siguientes 

autores. 

 

Erlon Cavazzana y compañía, en su artículo “Comparison of White-box and black 

box models of a real hydraulic pumping system using a variable speed drive”, 

realizaron la comparación del modelo caja blanco y caja negra de un banco de 

pruebas para bombas centrifugas como lo muestra la figura 13. [13] 

 

 

Figura 13 Estructura del Banco de pruebas. 

En este artículo se realizó el modelo matemático en base del siguiente diagrama de 

bloques: 
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Figura 14 Diagrama de bloques. 

 

 

Para este diagrama de bloques, el único modelo dinámico se encuentra en el bloque 

de la bomba y Motor, en donde se define en la ecuación 13: 

 

𝐽
𝑑𝑤

𝑑𝑡
= 𝑇𝑒𝑛 − 𝑏𝑤 − 𝑇𝑐𝑠𝑔𝑛(𝑤) − 𝐹𝑙𝑜𝑎𝑑(𝑤, 𝑄) 

 

(13) 

 

 

Donde J representa el momento de inercia, 𝑇𝑒𝑛 representa el torque efectivo de 

entrada por parte del variador de frecuencia, b es el coeficiente de fricción viscosa, 

𝑇𝑐 es la fuerza de fricción de coulomb y 𝐹𝑙𝑜𝑎𝑑(𝑤, 𝑄) es el torque resistivo proveniente 

de la bomba. 

El torque efectivo dado por el variador de frecuencia puede ser calcula con la función 

dada en la ecuación 14: 

 

𝑇𝑒(𝑢) = 𝑦1𝑢5 + 𝑦2𝑢4 + 𝑦3𝑢3 + 𝑦4𝑢2 + 𝑦5𝑢 + 𝑦6 

 

(14) 
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Donde u representa el torque de referencia de entrada al variador de frecuencia y 

las constantes 𝑦𝑛 son calculadas de forma experimental. 

 

Por otra parte, la bomba centrifuga es usada para generar un diferencial de presión 

en el fluido, el cual eventualmente genera una circulación de agua, esta diferencia 

de presión puede ser modelada por medio de un modelo estático el cual dependerá 

de la velocidad del rotor 𝑤 y el caudal 𝑄, dada por la ecuación 15. 

 

𝐹𝐻𝑝𝑢𝑚𝑝
(𝑤, 𝑄) = 𝑎1𝑄3 + 𝑎2𝑤3 + 𝑎3𝑄2𝑤 + 𝑎4𝑄𝑤2 + 𝑎5𝑄2 + 𝑎6𝑤2 + 𝑎7𝑄𝑤

+ 𝑎8𝑄 + 𝑎9 + 𝑎10 

(15) 

 

 

Donde los coeficientes 𝑎𝑛 son estimador por medio de la técnica de mínimos 

cuadrados, con ayuda de los datos experimentales obtenidos del banco de pruebas. 

 

De forma similar, los autores estiman el torque resistivo de la bomba por medio de 

una función similar, estimando sus coeficientes con ayuda de los mínimos 

cuadrados, como se observa en la ecuación 16. 

 

𝐹𝑇(𝑤, 𝑄) = 𝑏1𝑄3 + 𝑏2𝑤3 + 𝑏3𝑄2𝑤 + 𝑏4𝑄𝑤2 + 𝑏5𝑄2 + 𝑏6𝑤2 + 𝑏7𝑄𝑤 + 𝑏8𝑄

+ 𝑏9 + 𝑏10 

(16) 

Finalmente para completar el diagrama de bloques, los autores hallaron los modelos 

estáticos de la válvula de control de caudal y las pérdidas en la tubería, las cuales 

son las siguientes: 

 

Perdidas en las tuberías: 
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𝐹𝑝𝑖𝑝𝑒(𝑄) = 𝑘1𝑄2 

 

(17) 

 

Donde k1 representa la constante de pérdidas en tuberías hallada por medio de la 

ecuación de Darcy-Weisbach. 

Válvula: 

 

𝐹𝑄𝑙𝑜𝑎𝑑(𝐻𝑠) =
√(𝐻𝑠 + 𝑐)

𝑘2 
  

 

(18) 

 

 

Donde 𝐻𝑆 representa la altura efectiva de la bomba, es decir teniendo en cuenta las 

perdidas en las tuberías. C es la distancia que existe físicamente entre la salida de 

la bomba y el indicador de presión. Y k2 representa la constante de pérdidas en la 

válvula calculada por medio de la ecuación de Darcy-Weisbach. 

 

El problema que existió con este modelo, fue el hecho de que a pesar que los 

autores lo llaman modelo de caja blanca, este modelo se basa mucho en datos 

experimentales y es más cercano a un modelo de caja gris, es donde se usan las 

ecuaciones representativas del sistema, pero las constantes de calculan por medio 

de datos experimentales. Otro problema que existe con este modelo, es al momento 

de implementarlo físicamente en el banco, ya que físicamente el variador de 

frecuencia no recibe un torque de referencia, sino que recibe una velocidad angular, 

por lo que no sería posible implementar este modelo al banco a construir. 

 

Con base en lo visto en el anterior autor, el problema radica en que se debe 

encontrar un modelo matemático del motor de la bomba el cual tenga de entrada 

frecuencia como su referencia de entrada. Para ello se realizó la búsqueda en la 
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bibliografía sobre el modelado de un motor síncrono el cual va acoplado a la bomba 

centrifuga. 

 

Petro Gogolyuk en su artículo “Mathematical modeling of a synchronous motor and 

centrifugal pump combination in steady state” [14], realiza el modelado del conjunto 

motor bomba por medio de un equivalente eléctrico de la bomba centrifuga, como 

se muestra en la figura 15. 

 

 

Figura 15 Equivalente eléctrico de la bomba centrifuga. 

 

 

El problema que se presenta por este modelado es el hecho de que es un modelo 

en estado estable y por lo tanto no es aplicable para el modelado por espacios de 

estados que se quiere realizar en este proyecto. 
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Gordana Janevska en su artículo “Mathematical modeling of pump System” [15], 

realiza un modelado por espacios de estados para un sistema de bombeo como el 

mostrado en la figura 16. 

 

Figura 16 Sistema de Bombeo a modelar. 

Para este sistema en particular, se tiene 2 modelos dinámicos, los cuales son el 

modelo del motor-bomba y el modelo del tanque. En este artículo el autor planteo el 

modelo del motor de la siguiente forma: 

 

𝐽
𝑑𝑤

𝑑𝑡
= 𝑀𝑎 − 𝑀𝑝 = 𝑀𝑀𝑇 − (𝑀𝑝 + 𝑀𝑠) 

 

(19) 

 

 

Donde J es el momento de inercia del motor, Ma es el momento eficaz entregado 

por el motor, Mp es el momento resistivo de la bomba, y Ms es el momento resistivo 

viscoso. Los cuales se pueden calcular según las ecuaciones 20, 21 y 22 

respectivamente. 
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𝑀𝑀𝑇 = 𝑘𝑀𝑇𝑈2(2𝜋𝑓 − 𝑤) 

 

(20) 

𝑀𝑝 = (
𝜌𝑔𝑄𝐻

𝑛𝑝𝑤
) 

 

(21) 

𝑀𝑠 = 𝑘𝑠𝑤 

 

(22) 

 

Donde Kmt y Ks son constantes representativas del momento del motor y el 

momento viscoso respectivamente. U representa el voltaje de alimentación del 

motor, f es la frecuencia del motor, w es la velocidad angular, Q es el caudal que 

circula por la bomba, H es la altura efectiva generada por la bomba y 𝑛𝑝 es la 

eficiencia de la bomba. 

El autor, propuso que la ecuación del momento de la bomba, podría reducirse 

sabiendo la relación que existe entre la velocidad angular y la altura de la bomba 

dejando el momento de la bomba reducido de la siguiente forma: 

 

𝑀𝑝 =
𝜌𝑔𝐻𝑁

𝑛𝑝𝑤𝑁
2 𝑄𝑤 = 𝑘𝑝𝑄𝑤 

 

(23) 

 

De la misma manera, haciendo uso de la curva representativa de la bomba y 

sabiendo que la altura efectiva de la bomba hacer referencia a un cambio de presión 

que se genera el interior de la bomba, se puede obtener la siguiente expresión: 

𝑝 − 𝑝1 = 𝐻 = 𝐴𝑤2 + 𝐵𝑤𝑄 + 𝐶𝑞2 

 

(24) 

Sabiendo que A, B y C son constantes representativas de la curva de H vs Q dada 

por el fabricante de la bomba y si damos la ecuación 24 en función del caudal y 

velocidad angular nominal, obtenemos lo siguiente: 
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𝑝 − 𝑝1 = (𝐴 + 𝐵
𝑄𝑁

𝑤𝑁
+ 𝐶

𝑄𝑁
2

𝑊𝑁
2) 𝑤2 = 𝑘𝑤𝑤2 

 

(25) 

 

Y si aplicamos la ecuación de Bernoulli para el sistema planteado por el autor, 

podemos obtener la siguiente ecuación: 

 

𝐻 =  𝜌𝑔ℎ𝑔𝑣 + 𝑝 − 𝑝𝑏 + 𝑘𝑐𝑄2 

 

(26) 

 

Donde kc representa la constante de pérdidas en la tubería la cual puede calcularse 

por la fórmula de Darcy-Weisbach. Ahora si llegamos a reemplazar la ecuación 26 

en la ecuación 25, obtenemos la siguiente expresión: 

𝑝 = 𝑘𝑤𝑤2 + 𝑝𝑏 − 𝜌𝑔ℎ𝑔𝑣 − 𝑘𝑐𝑄2 

 

(27) 

 

Al observar la figura 16, la válvula seria en único componente que faltaría por 

modelar. La válvula de control de caudal es la encarga de restringir el paso del fluido 

a lo largo de la tubería, por lo tanto, es la que defina la cantidad del caudal que 

circula por el sistema. Para este caso se modela de la siguiente manera: 

𝑄 = 𝑘𝑣𝐴(𝑌)√𝑝 − 𝑝2 (28) 

Donde kv es la constante de la válvula la cual puede ser calculada y A(Y) representa 

el cambio del área transversal de la válvula con respecto a la posición de la perilla, 

que para el caso del autor, la trabajo como una relación lineal. Para finalmente al 

reemplazar la presión p en la fórmula del caudal, se obtiene: 

 

𝑄 =
𝑘𝑣𝑌

√1 + 𝑘𝑐𝑘𝑣
2𝑌2

√𝑘𝑤𝑤2 − 𝜌𝑔ℎ𝑔𝑣 + 𝑝𝑏 − 𝑝2 (29) 
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Finalmente, al reemplazarla en la ecuación del momento resistivo de la bomba, 

obtenemos: 

𝑀𝑝 =
𝑘𝑝𝑘𝑣𝑌𝑤

√1 + 𝑘𝑐𝑘𝑣
2𝑌2

√𝑘𝑤𝑤2 − 𝜌𝑔ℎ𝑔𝑣 + 𝑝𝑏 − 𝑝2  (30) 

 

 

Y si reemplazamos estas ecuaciones en la ecuación que modela la dinámica del 

motor obtenemos: 

 

𝐽
𝑑𝑤

𝑑𝑡
= 𝑘𝑀𝑇𝑈2(2𝜋𝑓 − 𝑤)

− (
𝑘𝑝𝑘𝑣𝑌𝑤

√1 + 𝑘𝑐𝑘𝑣
2𝑌2

(√𝑘𝑤𝑤2 − 𝜌𝑔ℎ𝑔𝑣 + 𝑝𝑏 − 𝑝2) + 𝑏𝑤)  

(31) 

 

El modelo planteado por Gordana se ajusta al sistema que se quiere construir, 

exceptuando el modelado de la válvula ya que para la válvula a usar en este sistema 

no se tiene la relación entre el área efectiva de la válvula y el porcentaje de apertura 

de la misma, ya que esta relación, normalmente es no lineal. 
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6. MODELO MATEMÁTICO DEL SISTEMA DE BOMBEO 

Partiendo del diagrama de bloques de nuestro sistema a modelar, el cual se muestra 

en la figura 17. 

 

Figura 17 Diagrama de bloques del sistema 

El sistema se caracteriza inicialmente por su entrada la cual es la frecuencia de 

funcionamiento del motor, ya que este valor es lo que le enviara el variador de 

frecuencia al motor, para así variar la velocidad angular del motor en su eje. 

 
Las principales especificaciones de los elementos del banco de pruebas para su 

modelado se puede observar en la tabla 1.  

 

Tabla 1 Especificaciones de los componentes del banco 

Componente Especificaciones 

Motor-Bomba 

Eléctrica 

Modelo/Marca: Barnes EE 1.5 20-1  

Max. potencia del motor: 1.49 kW (2 hp) 

Velocidad nominal 3450 rpm 

Tubería Diámetro nominal: 0.0381 m (1.5 in) 

Longitud: 5 m 

Material: PVC 

Válvula de 

Control 

Válvula de bola, con diámetro: 0.0381 m (1.5 in) 
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También hay que tener en cuenta que el fluido a trabajar en el banco será agua a 

temperatura ambiente (25 C). Más información sobre los componentes del banco se 

encuentra en la sección 9.  

 

6.1 Modelado del Motor eléctrico asíncrono 

Para el modelado del Motor-Bomba, se hace uso del modelo planteado por 

Gordana, en donde se dice que la ecuación diferencial que representa el modelo de 

un motor acoplado a un rodete, es el siguiente: 

 

𝐽
𝑑𝑤

𝑑𝑡
= 𝑀𝑀𝑇 − 𝑀𝑠 − 𝑀𝑝 

 

(32) 

 

Donde 𝑀𝑀𝑇 representa el torque generado por el motor y halla de la siguiente 

manera. Si partimos de la ecuación de momento del motor: 

 

𝑀𝑀𝑇 =
3𝑉2 (

𝑅2

𝑠 )

𝑤𝑠𝑖𝑛𝑐 (𝑅1 + (
𝑅2

𝑠 ))

2 (33) 

 

 

La cual es una ecuación que depende de la velocidad de sincronismo (𝑤𝑠𝑖𝑛𝑐), las 

resistencias en el estator del motor (R2, R1), el deslizamiento (s) y el voltaje (V). Si 

se supone que (
𝑅2

𝑠
) ≫ 𝑅1 se obtiene la siguiente formula: 

 

𝑀𝑀𝑇 =
3𝑉2𝑠

𝑤𝑠𝑖𝑛𝑐(𝑅2)
 

 

(34) 
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Si se conoce que el deslizamiento (“s”) es: 

𝑠 =
𝑤𝑠𝑖𝑛𝑐 − 𝑤

𝑤𝑠𝑖𝑛𝑐
 (35) 

 

Donde:  

𝑤𝑠𝑖𝑛𝑐 = 2𝜋𝑓 (36) 

 

Se reemplaza en la ecuación 35, se obtiene: 

  

 

𝑀𝑀𝑇 = (
3𝑉2

𝑅2
) (2𝜋𝑓 − 𝑤) (37) 

 

 

 

Siguiendo la ecuación dinámica del motor, 𝑀𝑠 representa el torque viscoso del 

motor, el cual está dado por: 

𝑀𝑠 = 𝑏𝑤; 𝑏 = 0.0121 [𝑘𝑔 ∗ 𝑚^2/𝑠] (38) 

Y 𝑀𝑝 representa el torque resistivo de la bomba, cuya fórmula es: 

 

𝑀𝑝 =
𝜌𝑔𝑄𝐻

𝑛𝑝𝑤
=

𝜌𝑔𝐻𝑁

𝑛𝑝𝑊𝑁
2 

𝑄𝑤 = 𝑘1𝑤𝑄 (39) 
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6.2 Modelado de la Bomba 

 

El siguiente paso consiste en calcular el diferencial de presión que generaría la 

bomba con una velocidad angular w. Para ello se hace uso de la curva característica 

de la bomba Q vs H mostrada en la figura 18: 

 

Figura 18 Curva Característica de la bomba 

 

Si se conoce que la curva característica de la bomba está dada por la fórmula: 

 

𝐻 = (𝐴 + 𝐵
𝑄𝑁

𝑤𝑁
+ 𝐶

𝑄𝑁
2

𝑤𝑁
2) 𝑤2 = 𝑘4𝑤2 

 

(40) 

Donde A seria 35.071, B seria -1857.1, C seria -214286, 𝑤𝑁 es 376.99 rad/s y 𝑄𝑁 

es 0.0023 𝑚3/𝑠. 

 

6.3 Modelado de la Tubería 

Para el cálculo de la cabeza efectiva del sistema, es necesario calcular las pérdidas 

que se presentan en la tubería. Estas pérdidas se calculan por medio de la fórmula 

de Darcy-Weisbach, la cual aproxima las pérdidas a la ecuación 41: 
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𝐻𝑙𝑜𝑠𝑠𝑒𝑠 = 𝑘3𝑄2 

 
(41) 

Donde k3 es la constante de las perdidas y se obtiene de graficar las pérdidas que 

se generan en la tubería vs el caudal como se observa en la figura 19. 

 

Figura 19 Curva de pérdidas en tubería. 

6.4 Modelado de la válvula de control de caudal 

Finalmente es necesario hacer el modelado de la válvula de control de caudal para 

calcular cuánto caudal se puede obtener de la línea. Para ello se usa un modelo 

plantado por Cristian Patrascioui en su artículo “Control Valves – Modeling and 

simulation” [15] donde se propone que el caudal que circula a través de una válvula 

está definido por la ecuación 42: 

 

𝑄 = 𝑥𝑘𝑣0𝑒𝑥𝑘2√∆𝑝 (42) 

 

Donde Kvo es la constante de la válvula cuando esta se encuentra totalmente 

cerrada, ∆𝑝 representa el cambio de presión generado en el sistema y tiene que 
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estar en bar, x representa el porcentaje de apertura de la valvula y finalmente k2 es 

la relación entre la constante de la válvula y está definida por la ecuación 43: 

𝑘2 = log (
𝑘𝑠

𝑘𝑣0
) (43) 

Los valores de las constantes de las válvulas pueden ser encontrados en la 

bibliografía o por datos dados por el fabricante. 

Se conoce que el cambio de presión es equivalente a la cabeza generada por la 

bomba menos la cabeza de pérdidas en la tubería en la ecuación 44. 

 

∆𝑝 =
𝐻 − 𝐻𝑙𝑜𝑠𝑠𝑒𝑠

10.2
  (44) 

 

Donde el 10.2 representa la conversión entre bar y Mca. Si se reemplaza las 

ecuaciones 40, 41 y 43 en la ecuación 42 se obtiene: 

 

𝑄 = 𝑘𝑣0𝑒𝑥𝑘2√
𝐻 − 𝐻𝑙𝑜𝑠𝑠𝑒𝑠

10.2
= 𝑘𝑣0𝑒𝑥𝑘2√

𝑘4𝑤2 − 𝑘3𝑄2

10.2
 

(45) 

 

Si se despeja el valor del caudal, da como resultado que: 

𝑄 = √
𝑘5𝑒2𝑘2𝑥𝑤2 

(1 + 𝑘6𝑒2𝑘2𝑥)
 (46) 

Donde: 

 

𝑘5 =
𝑘𝑣0

2 𝑘4

10.2
 (47) 
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𝑘6 =
𝑘3𝑘𝑣0

2

10.2
 

(48) 

Tomando como base las ecuaciones 46, 39, 38, 37 en la ecuación 32 se obtiene: 

 

𝑑𝑤

𝑑𝑡
= (

3𝑉2

𝐽 𝑅2
) (2𝜋𝑓 − 𝑤) −

𝑏

𝐽
𝑤 −

𝑘1𝑤

𝐽
√

𝑘5𝑒2𝑘2𝑥𝑤2 

(1 + 𝑘6𝑒2𝑘2𝑥)
 

(49) 

 

La ecuación 49 representa el modelo dinámico del sistema de bombeo, en donde 

se tiene como entradas la apertura de la bomba y la frecuencia del motor y como 

salida se obtiene la velocidad angular de la bomba. Así que el diagrama de bloques 

final sería como se muestra en la figura 20: 

 

Figura 20 Diagrama de bloques del sistema modelado.



40 
 

 
 

7. DISEÑO DE LA ESTRATEGIA DE CONTROL OPTIMO PARA 
MAXIMIZAR LA EFICIENCIA ENERGÉTICA DEL SISTEMA DE BOMBEO 

Para realizar el modelado del sistema en MATLAB, inicialmente se identifica el único 

estado existente en el modelo, si se observa la ecuación 48, se puede comprobar 

que el único estado existente es la velocidad angular (w) y para encontrar el punto 

de equilibrio se usa la ecuación 50: 

 

0 = (
3𝑉2

𝐽 𝑅2
) (2𝜋𝑓 − 𝑤) −

𝑏

𝐽
𝑤 −

𝑘1𝑤

𝐽
√

𝑘5𝑒2𝑘2𝑥𝑤2 

(1 + 𝑘6𝑒2𝑘2𝑥)
 

(50) 

 

Para encontrar el punto de equilibrio, se debe despejar el valor de w de la ecuación 

49, teniendo como entradas la frecuencia (f) y el porcentaje de apertura de la válvula 

(x). Para este caso, se tomó como condiciones iniciales que la válvula está 

completamente abierta y que la frecuencia de trabajo del motor es de 60 Hz. Con 

estos parámetros de entrada se obtiene que el punto de equilibro del sistema es: 

𝑤0 = 376.9442
𝑟𝑎𝑑

𝑠
 

 

Una vez encontrado el punto de equilibrio se procede a crear el subsistema el 

simulink, el cual tendrá como entradas, la frecuencia y el porcentaje de apertura de 

la válvula y tendrá como salida la velocidad angular w. 
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Figura 21 Subsistema del modelado de la bomba 

 

Una vez construido el subsistema, se procede a definir los modelos estáticos en 

función de la velocidad angular, de donde se obtendrá la cabeza generada por la 

bomba y el caudal que fluiría a través de la tubería. Este arreglo se puede observar 

en la figura 22. 

 

Figura 22 Modelo no lineal de la bomba 
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El siguiente paso consiste en demostrar que el punto de equilibrio encontrado es el 

adecuado, para ello se simula el sistema con una frecuencia de 60 Hz y una apertura 

de la válvula del 100%, se obtienen las respuestas mostradas en la figura 23: 

 

 

Figura 23 Respuesta del sistema sin perturbaciones a las entradas. 

Se observa que el sistema se mantiene en equilibrio cuando en las no reciben 

ninguna perturbación. 

 

Una vez se verifica el punto de equilibrio del sistema se procede a la linealizacion 

del subsistema. Ya que, para el banco de ensayos de control, lo que se desea 

controlar es el caudal, es necesario crear un subsistema en donde se reciba como 

entrada la frecuencia y la apertura de la válvula y como salida se obtenga el caudal 

del sistema. 
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Figura 24 Subsistema a linealizar. 

Al interior del subsistema existen los bloques mostrados en la figura 22, pero se 

indica que la salida sea únicamente el caudal. Una vez este subsistema es creado 

se hace uso del bloque de linealizacion de la Toolbox de Matlab para realizar la 

linealizacion del subsistema. 

 

Figura 25 Bloque de linealizacion MATLAB 

Con ayuda de esta toolbox se obtiene el modelo lineal del sistema en representación 

de espacio de estados, que para este sistema será el siguiente: 

A= [-4.929e6] 

B= [3.096e7 -11.96] 
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C= [0.07097] 

D= [0 0] 

 

En donde la matriz B será de 1x2 debido a que se tiene en el sistema 1 solo estado 

(ω) y dos entradas (frecuencia y apertura de la válvula).  Pero para el diseño del 

control solo se usará la primera columna de la matriz B debido a que la valvula solo 

representa una perturbación en el sistema y se controlará únicamente con el 

variador de frecuencia. 

Se procede al diseño del control óptimo (LQR) de seguimiento el cual posee la 

siguiente arquitectura. 

 

 

Figura 26 Arquitectura del control LQR de seguimiento 

 

Donde las ganancias KT y KI se obtienen por medio del código de Matlab para el 

diseño del control (ver ANEXO A) y para este sistema son: 

 

KT= [1.0238e+03] 

KI= [9.5367e+08] 

 

Una vez el controlar es diseñado, se procede a realizar el montaje del controlador 

en SIMULINK. 
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Figura 27 Comparación modelo lineal y no lineal 

 
Con base en la arquitectura mostrada en la figura 26, se observa la siguiente 

respuesta cuando se requiere que el sistema pase de 0.0027 m^3/s a 0.0035 m^3/s. 

En donde se resalta el tiempo de establecimiento de 0.8 s. 
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Figura 28 Respuesta del modelo lineal y no lineal 

 

Y la acción de control generada se muestra a continuación: 

 

 

Figura 29 Acción de control. 

 

Al observar las figuras 28 y 29 se resalta que la acción de control de la bomba es 

aumentar de su frecuencia nominal a 77 Hz para poder llegar a 0.0035 m^3/s. 

Cuando se llega a cerrar un 20% de la valvula a los 1.2 segundos se obtiene el 

siguiente comportamiento. 
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Figura 30 Comportamiento del Caudal en presencia de una perturbación. 

 

Se puede observar que el controlador puede lograr recuperar el caudal requerido 

en presencia de una perturbación, como lo es cerrar la válvula de control de caudal 

un 20%. 

 

La acción de control posee el comportamiento mostrado en la figura 31. 

 

Figura 31 Comportamiento de la acción de control en presencia de una 
perturbación. 
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El único controlador que se diseño fue el control optimo (LQR) debido a que fue el 

controlador que presentaba la mejor acción de control que físicamente se podría 

implementar a la hora de construir el banco de ensayos de control para las bombas 

centrifugas. 

 

7.1 Cambios en la eficiencia de la bomba con la acción de control 

 

Para el cálculo del comportamiento de la eficiencia de la bomba con respecto a la 

acción de control del sistema y al comportamiento del flujo, se hace uso de la 

ecuación 51. 

eficiencia =
CH ∗ CQ

CP
 

 

(51) 

Donde Ch, Cq y Cp son valores adimensionales calculados con base en la velocidad 

angular (n), el diámetro (D), el caudal (Q), la Cabeza (H) y la Potencia (P) de la 

bomba de la siguiente manera. 

CQ =
Q

n ∗ D3
 

 

                                

(52) 

CH = g ∗
H

n2 ∗ D2
  

 

(53) 

CP =
P

ρ ∗ n3 ∗ D5
 

 

(54) 

El comportamiento de estas variables se puede observar en las figuras 31, 33, 34 y 

35. 



49 
 

 
 

 

Figura 32 Comportamiento de la velocidad angular de la bomba con respecto a la 
acción de control del sistema. 

 

 

Figura 33 Comportamiento de la Cabeza de la bomba con respecto a la acción de 
control del sistema. 
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Figura 34 Comportamiento de la Potencia Hidráulica de la bomba con respecto a 
la acción de control del sistema. 

 

 

Estas figuras se obtuvieron con base en la acción de control del sistema 

(Frecuencia) y el comportamiento de la variable del proceso (Q). 

 

Para conocer el comportamiento de la potencia en el eje entregada por la bomba, 

se hace uso de la curva de potencia de la bomba y con ayuda de las leyes de la 

afinidad, se obtienen las curvas para diferentes velocidades de rotación, y con 

respecto a la velocidad de rotación del impeller se obtiene un valor de potencia con 

ayuda de la siguiente figura: 
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Figura 35 Comportamiento de la Potencia en el eje de la bomba. 

 

Una vez se conoce el comportamiento de estas variables se realiza la gráfica de Cq, 

Ch y Cp mostradas en las figuras 36, 37 y 38. 

 

Figura 36 Comportamiento de C_Q 
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Figura 37 Comportamiento de C_H 

 

 

Figura 38 Comportamiento de C_P 

 

Con los valores de la Cq, Ch y Cp, se puede proceder a calcular la eficiencia con 

ayuda de la ecuación 51. Y esta se muestra en la figura 39. 
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Figura 39 Comportamiento de la eficiencia 

 
 

7.2 Maximización de la eficiencia del sistema 
 

El controlador optimo (LQR), se diseñó con el objetivo de tener el menor tiempo de 

establecimiento del sistema pero en ningún momento se diseñó con el objetivo de 

maximizar la eficiencia, por lo que el siguiente paso consiste en el diseño de un 

algoritmo genético encargado de buscar un punto de operación en donde la 

eficiencia del sistema aumente sin penalizar el caudal del sistema. 

El algoritmo hace uso de las constante del controlador LQR (Ki y Kt) y también del 

porcentaje de apertura de la válvula (x), para encontrar el punto de operación en 

donde existe un aumento de la eficiencia sin la penalización de la presión o del 

caudal del sistema. Esto puede explicarse de mejor forma en el diagrama de 

bloques mostrada en la Figura 40. El código con respecto a esta maximización 

puede encontrarse en el anexo C. 
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Figura 40 Diagrama de bloques algoritmo genético 

Cabe resaltar que el  algoritmo genético se encarga de buscar un mínimo en la 

función, para nuestro caso como es necesario maximizar la eficiencia, simplemente 

se propone encontrar el mínimo entre la diferencia de la eficiencia máxima y la 

eficiencia arrojada por la arquitectura del controlador. En donde la eficiencia máxima 

será del 100%. 

 

Los límites propuestos para maximizar la eficiencia son los siguientes: 

 

% Límite inferior de las variables 

lb = [9e8; 1e3; -0.5]; 

% Límite superior de las variables  

ub = [1e9; 1.5e3; -0.2]; 

 

En donde la primero columna hace referencia a la constante Ki, la siguiente a Kt y 

la ultima es el porcentaje de apertura de la válvula (x). 
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Una forma de comprobar que el algoritmo está realizando su trabajo correctamente 

es observar la gráfica de los mejores individuos por generación como se muestra 

en la figura 41. 

 

Figura 41 Mejores individuos por generación 

 
Esta figura muestra el comportamiento de la minimización de la función con respecto 

al mejor individuo de cada generación. Como se observa en la figura, la tendencia 

de la gráfica es descendente por lo que se confirma que efectivamente la función 

se está minimizando hasta llegando al valor mínimo encontrado dentro de esas 30 

generaciones. Es necesario aclarar que este sistema no necesariamente encuentra 

el mínimo global, ya que para este se requiere de un tiempo de cómputo más 

elevado y una programación más profunda. 

 
Los valores de las constates encontradas fueron los siguientes: 

 ki_lqr = 9.5844e+08 
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 kt_lqr = 1.2583e+03 

 xa =  -0.2498 

Esto muestra que la válvula debe cerrarse un 25% y las ganancias del controlador 

deben poseer esos valores para asegurar que la eficiencia del sistema no cae con 

respecto a su condición de equilibrio. 

Finalmente la figura 42 muestra el comportamiento de la eficiencia con respecto al 

tiempo cuando el sistema funciona a las condiciones de la válvula abierta un 75% y 

con las nuevas ganancias del controlador. 

 
Figura 42 Eficiencia del sistema con las nuevas constantes 

Se puede confirmar con la figura 42 que sin penalizar el caudal del sistema y con 

ayuda de las constantes dadas por el algoritmo genético, que la eficiencia del 

sistema aumenta aproximadamente un 1% con respecto a la eficiencia de equilibrio 

del sistema. 

Para futuros trabajos se podría mejorar la programación del algoritmo genético para 

así encontrar mejores eficiencia del sistema a diferentes puntos de operación. 

También se puede contemplar la posibilidad de penalizar un porcentaje del caudal 

y presión del sistema para así aumentar aún más la eficiencia del sistema.
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8. INGENIERÍA DE DETALLE DEL DISEÑO DEL BANCO DE PRUEBAS DE 

BOMBAS CENTRÍFUGAS 

 

El diseño del banco de ensayos de bombas centrifugas, se basó principalmente en 

la norma AME PTC 8.2 1990 y en la norma ISO 9906 del 2012. [25] [26] 

8.1 Normas para el diseño del banco de ensayos 

 

La norma ASME PTC 8.2 1990 y la norma ISO 9906 del 2012, presentan las 

condiciones a las cuales se bebe trabajar el banco y presenta las distancias que 

deben mantener los sensores de la succión y descarga de la bomba, estas 

condiciones se muestran a continuación: 

 Para medir presiones a la salida de la bomba, el manómetro debe estar al 

menos 5 diámetros de tubería alejado de la descarga de la bomba. 

 Para medir presiones a la entrada de la bomba, el manómetro debe estar al 

menos 2 diámetros de tubería alejado de la succión de la bomba. 

 Se recomienda el uso del tubo de Venturi para la medición del caudal ya que 

estos se basan en el cálculo de la presión diferencial y con eso se obtiene el 

caudal que pasa por el tubo. 

 Es necesario medir la viscosidad del fluido cuando este es uno diferente al 

agua. 

 Es necesario saber la gravedad específica del fluido cuando se trabaja con 

uno diferente al agua. 

 La medición de temperatura se realiza únicamente cuando el fluido se 

calienta 10 grados por encima de la temperatura ambiente. Y esta medición 

no debe afectar la medición de presión en el sistema. 

 Cuando la velocidad de rotación no puede ser medida directamente se debe 

hacer uso de correcciones basadas en el voltaje, frecuencia y potencial del 

motor para estimar la velocidad. 
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 Las pruebas de NPSH deben ser llevadas a cabo cuando el propietario lo 

desee ya que estas pruebas pueden dañar la bomba. 

 

 

Figura 43 Diagrama isométrico para medición de cabeza. 

 

 

Finalmente siguiendo estos lineamientos de las normas con respecto a las 

posiciones de los sensores se deben obtener satisfactoriamente las curvas 

características de la bomba. 
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8.2 Diseño CAD del banco de pruebas 

 
El modelo en CAD del banco de pruebas de bombas puede ser observado en la 

figura 44. 

 

Figura 44 Modelo CAD del banco 

En esta figura se puede resaltar la tubería por donde circulará el fluido, así como el 

tanque de donde la bomba succionará el fluido y finalmente este volverá a ser 

depositado dentro del tanque. 

 

En la geometría de la tubería se puede resaltar la sección en U. la cual es en donde 

se pondrá el sensor de caudal para así asegurar que esa sección de tubería siempre 

este llena de fluido y de esta manera se garantiza la medición del sensor de caudal. 

También se colocará un sensor de presión a la succión y descarga de la bomba 

para la medición de la cabeza total generada por la bomba y de igual forma se 

colocará una válvula de control de caudal la cual limitará el caudal entregado al 

sensor para de esta forma generar las curvas de la bomba y para en una etapa 
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siguiente del proyecto generar la perturbación del sistema. Los planos del banco 

mostrado en la figura 44 pueden ser observados en los planos anexos al libro. 

9. SELECCIÓN DE INSTRUMENTACIÓN, SENSORES Y ACTUADORES 

 

Para la construcción de este banco se necesitan usar 2 sensores de presión (1 a la 

succión y otro a la descarga) y 1 sensor de caudal. Haciendo uso de los 

instrumentos de laboratorio disponibles en la Universidad Autónoma de 

Bucaramanga, los sensores seleccionados fueron los siguientes. 

 

9.1 Sensor de Presión 

 

El sensor de presión a usar es el sensor MBS 3000, ya que posee una salida 

análoga de 4 a 20 mA, para la lectura de 0 a 4 bar manométricos de la tubería por 

lo que la presión de la bomba debe estar entre estos requerimientos para poder ser 

usada satisfactoriamente, este sensor puede ser visto en la figura 45. 

 

 

Figura 45 Sensor de Presión 
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Este sensor también tiene la característica de leer presión de vacío, por lo que se 

puede usar para la lectura de la presión a la succión de la bomba. El datasheet del 

sensor puede ser observado en el anexo B. 

 
 

9.2 Sensor de Caudal 
 
El sensor de caudal a usar, igualmente que el sensor de presión fue obtenido de la 

instrumentación que posee la universidad y este sensor fue un Kobol DRS el cual 

puede ser observado en la figura 46. 

 

 
Figura 46 Sensor de Caudal 

 

Este sensor posee una salida de 4 a 20 mA para una lectura entre 10 y 140 L/min, 

por lo que la bomba a usar debe encontrarse dentro de estos rangos de caudal a 

velocidad nominal. El datasheet del sensor puede ser observado en el anexo B. 

 

9.3  Bomba eléctrica Barnes EC-220 
 

La bomba usada para el banco de ensayos, será una bomba bifásica marca Barnes 

con referencia EE 1.5 20-1, esta bomba posee un potencia de salida de 1.49 kW (2 

hp), la cual se encargara de impulsar el fluido a través de la tubería del banco. Esta 

bomba se puede observar en la figura  47. 
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Figura 47  Electro-Bomba. 

El datasheet de la bomba puede encontrarse en el anexo B del documento. 
 

9.4 Variador de Frecuencia 
 

El dispositivo encargado de accionar la bomba será una variador de frecuencia  

MICROMASTER 420 de la familia Siemens, el cual posee una potencia máxima de 

salida de 1.5 kW lo cual lo hace compatible con nuestra bomba de 2 hp [27]. Este 

variador de frecuencia se puede observar en la figura 48. 

 

 

Figura 48 Micromaster 420.
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10. DESARROLLO DE SOFTWARE PARA ADQUISICIÓN DE DATOS Y 
GENERACIÓN DE CURVAS DE DESEMPEÑO DEL SISTEMA DE 

BOMBEO 

 
 
El software a usar para la adquisición de datos es LABVIEW. LabVIEW (Laboratory 

Virtual Instrument Engineering Workbench) es un entorno de desarrollo basado en 

programación gráfica. Utiliza símbolos gráficos en lugar de lenguaje textual para 

describir acciones de programación. Está totalmente integrado para la 

comunicación con hardware GPIB, VXI, RS-232, RS-485 y tarjetas de adquisición 

de datos plug-in. Además, incorpora librerías para estándares de software como 

TCP/IP y ActiveX [28]. 

 

10.1 Interfaz de generación de curvas características 

 

En la figura 49 se puede observar la interfaz gráfica realizada para la generación 

de las curvas características de la bomba. 

 

Figura 49 Interfaz gráfica para generación de curvas características 



64 
 

 
 

En esta interfaz se adquieren los datos de presión, caudal, potencia eléctrica y con 

estos valores se obtienen los puntos en la gráfica que finalmente al realizar una 

interpolación entre estos puntos se obtiene la curva característica de la bomba. Al 

interior de esta interfaz se puede observar los bloques mostrados en la figura 50. 

La interfaz hace uso de bloques de secuencia y así como un bloque “For” controlado 

por tiempo. El bloque For es para la lectura de los sensores y el bloque de secuencia 

es para que una vez los datos de los sensores sean tomados se realice la curva 

respectiva de la bomba. 

 

 

Figura 50 Bloques para la interfaz grafica 

En estos bloques se puede apreciar en la parte superior la inicialización de las 

matrices en donde se guardarán los valores de caudal y presión que provienen de 

los sensores puestos en el banco de pruebas. Esto puede ser observado en la figura 

51. 

 

Figura 51 Inicialización de las matrices 
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En la figura 52, se observa el time-structure block es en donde se realizan las tomas 

de los datos de presión y caudal cada cierto tiempo. Este tiempo está definido por 

el valor ingresado en el bloque “Period”.  

 

 

Figura 52 Lectura de sensores de presión y caudal. 

 

Una vez sean tomados todos los puntos necesarios para la generación de la curva, 

en la figura 53 se observa los bloques utilizados para la generación de las curvas 

de la bomba, en donde se interpolan los puntos encontrados para generar la curva 

de la bomba. 

 

Figura 53 Generación de la curva característica de la bomba 
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11. CONSTRUCCIÓN, MONTAJE Y AJUSTE DEL BANCO 

Teniendo como base el modelo realizado en solidworks mostrado en la figura 44, 

se realizó la compra de los elementos necesario para la construcción de la 

estructura del banco.  

 

 

Figura 54 Construcción de la estructura. 

 

En la figura 54 se observa la construcción de la estructura en donde se colocara la 

lámina de aluminio en donde se apoyara la tubería del banco. De igual forma en la 

figura 55 se muestra el tanque en donde se depositara el fluido usado en el banco 

y también se  colocara la bomba centrifuga a ser probada. 

 



67 
 

 
 

 

Figura 55 Tanque usado para el banco de ensayos 

 

Con estos elementos construidos se procede a finalizar la construcción del banco 

con la tubería y  con la bomba centrifuga en su lugar. Estas imágenes  pueden ser 

observadas en la figura 56 y 57. 
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Figura 56 Bomba centrifuga en posición. 

 

Figura 57 Tubería en posición. 
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Finalmente con estos elementos en su posición se finaliza la construcción del 

banco de pruebas para bombas centrifugas, observada en la figura 58. 

 

 

Figura 58 Banco de pruebas finalizado 
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12. PUESTA EN MARCHA DEL BANCO 

 
Una vez finalizada la construcción del banco de pruebas, se procede a realizar la 

curva característica de la bomba a diferentes frecuencias de operación y por lo tanto 

a diferentes velocidades de rotación. A continuación se presenta la curva de la 

bomba generada por la interfaz a 60 Hz. 

 

 

Figura 59 Curva de la bomba a 60 Hz con la interfaz de LABVIEW 

Como se observó en la figura 59, la interfaz es capaz de obtener la curva 

característica de la bomba, es la siguiente figura se observaran las curvas obtenidas 

a diferentes frecuencias con los datos adquiridos por la DAQ. 
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Figura 60 Curvas de la bomba a diferentes frecuencias 

 
En la figura anterior se puede observar que las curvas para diferentes frecuencias 

son muy similares, esto se debe a que físicamente la bomba no giraba a la velocidad 

indicada por el variador de frecuencia debido a que se estaba usando una bomba 

bifásica con un variador de frecuencia trifásico.  Pero se observa que la curva de la 

bomba generada por la interfaz tiene  el mismo comportamiento que una curva dada 

por un fabricante de bombas. Una vez se tenga la bomba trifásica y esta sea 

conectada al banco, se realizaran las curvas de la bomba a diferentes velocidades.
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13. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 

 

El control LQR fue la estrategia de control escogida para este proceso, gracias a su 

habilidad para reducir el tiempo de establecimiento  en el momento en que se 

presenta una perturbación en la línea del fluido. Los resultados del controlador, 

muestran que este es capaz de estabilizar el sistema  y es capaz de volver el 

sistema a su valor indicado en presencia de cualquier perturbación. 

 

La eficiencia de la bomba es muy sensible a los cambios en la apertura de la válvula 

y también a los cambios de la velocidad de rotación de la bomba, debido a que la 

eficiencia puede aumentar o disminuir dependiendo de la velocidad  de rotación de 

la bomba y el porcentaje de apertura de la válvula. 

 

Los resultados en la sección del controlador demuestran que  la eficiencia final de 

la bomba puede aumentar o disminuir dependiendo a las condiciones que se 

encuentre el banco una vez este se encuentre en estado estable en el nuevo punto 

de operación, una nueva estrategia de control puede ser propuesta en donde se 

pueda estudiar la penalización del flujo que pasa a través de la tubería con el fin de 

maximizar la eficiencia de la bomba en un punto de operación dado. 

 

Las curvas de la bomba fueron satisfactoriamente obtenidas con ayuda del banco, 

pero se recomienda hacer uso de una bomba trifásica para así poder generar las 

curvas características de la bomba a diferentes velocidades de rotación y también 

para poder realizar una adecuada implementación de un controlador en el banco. 

 

Para mejorar los valores encontrado por el algoritmo genético es recomendable 

programar el algoritmo para así mejorar la búsqueda del mejor individuo por 

generación, también se recomienda observar el comportamiento de la eficiencia del 

sistema si se llega a penalizar el caudal y la presión de la tubería. 
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ANEXOS 

 

Anexo A 
 

Código del diseño del controlador LQR: 

clc 
clear 
A=-4.929e6; 
B=[3.096e7 -2.992e5]; 
C=0.07097; 
D=[0 0]; 
sys = ss(A,B,C,D) %declaracion de espacio-estados en continua 
M = ctrb(A,B) %para hallar la controlabilidad del sistema pero con las 

matrices A y B 
rank(M) 
% ltiview(sys)   %para sacar el periodo de muestreo 

  

  
%% Seguimiento % para que los estados sigan hasta un punto determinado 

que se estabiliza 
%el numero de salidas es igual al numero de integradores que se agregan 

al 
%sistema 
sys = ss(A,B,C,D); %declaracion de espacio-estados en continua 
Ahat = [A zeros(1,1); % estados x salidas 
       -C zeros(1,1)] % salidas x salidas ..Ahat  para hallar la ganancia 

del control optimo(LQR o LQI) 
Bhat = [B; -D] % Bhat el mismo proposito de Ahat 
M1 = ctrb(Ahat,Bhat) %para hallar la controlabilidad del sistema pero con 

las matrices de seguimiento 
rank(M1) %tiene que tener el mismo numero de estados para ser 

controlable. 

  
%% LQR % control optimo (LQR o LQI) EN CONTINUA 

  
Q = [(1/0.5^8)    0      ; 
         0     (1/0.2^8)  ] % matriz de penalizacion identidad de 

dimension del rango de controlabilidad pero de Ahat y Bhat (seguimiento) 

     
R = [(1/0.5^8) 0; 
    0 (1/0.5^8)] % matriz de penalizacion identidad de entradas x 

entradas // simetria con B del mismo numero de columnas debe ser. 

     
[K_LQR,ricati,e] = lqr(Ahat,Bhat,Q,R) % K_LQR es la ganancia del control 

optimo LQR (no se usa en simulink) 
kt_lqr = K_LQR(:,1)   % ganancia de estados o estatica de LQR( cantidad 

de estados originales) 
ki_lqr = -K_LQR(:,2)  % ganancia de integrador de LQR (cantidad de 

integradores que se agregaron que son el mismo numero de salidas) 
%[K,S,E] = lqi(sys,Q,R) % K es la ganancia del control optimo LQI (no se 
%usa en simulink) LQI no se necesita crear Ahat ni Bhat 



    
 

 
 

  
%% Modelo en lazo cerrado % mirar la accion de control, si da brusca se 

cambian las ganancias dependiendo si se usa por control optimo o por 

diseño de polos 

  
AA = [A-B*kt_lqr, B*ki_lqr;   
      -C+D*kt_lqr, -D*ki_lqr]  
 % matriz nueva para analizar los estados 
BB = [zeros(1,1); % estados x salidas 
     eye(1)] % matriz identidad de integradores que se agregan en 

seguimiento 
 % matriz nueva para analizar los estados 
CC = [C-D*kt_lqr, D*ki_lqr] % matriz nueva para analizar los estados 
DD = zeros(1,1);    % matriz nueva para analizar los estados 
sys_new = ss(AA,BB,CC,DD) % declaracion de espacio-estados en continua 

para los estados 
CC1 = -K_LQR;   % matriz nueva para analizar la accion de control 
DD1 = zeros(1,1);   % matriz nueva para analizar la accion de control                   
sys_u = ss(AA,BB,CC1,DD1)    % declaracion de espacio-estados en continua 

para la accion de control 
figure(1) 
step(sys_new) % grafica de estados 
grid 
figure(2) 
step(sys_u) % grafica de la accion de control 
grid 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 



    
 

 
 

Anexo B 
 

MBS 3000 Datasheet 
 

 

 



    
 

 
 

 

Kobold DRS Datasheet 
 

 
 

 
 

 
 



    
 

 
 

Electro-Bomba Barnes 
 

 
 

 
 

 
 

 



    
 

 
 

Anexo C 
 
Código Algoritmo genético 
 

clc 
clear 
%% 
global ki_lqr kt_lqr xa Sp_sim Pv_sim U_sim 

 
%% 
options = 

gaoptimset('Generations',30,'PopulationSize',50,'EliteCount',3,'Selection

Fcn',@selectionroulette,'CrossoverFcn',@crossoverintermediate,'CrossoverF

raction',0.8,'MutationFcn',@mutationadaptfeasible,'PlotFcns',{@gaplotbest

f}); 
% Límite inferior de las variables 
lb = [9e8; 1e3; -0.3]; 
% Límite superior de las variables  
ub = [1e9; 1.5e3; -0.25]; 

  
[p pval] = ga(@(p) 

function_cost_lqr_AG(p),3,[],[],[],[],lb,ub,[],options) 
%% 
ki_lqr = p(1) 
kt_lqr = p(2) 
xa = p(3) 
t = sim('LQR_AG'); 

 

%% Function cost lqr Ag 
function m = function_cost_lqr_AG(p) 

  
global ki_lqr kt_lqr xa Sp_sim Pv_sim U_sim 
% Periodo de muestreo 

  
ki_lqr = p(1); 
kt_lqr = p(2); 
xa = p(3); 
t = sim('LQR_AG'); 
error = Sp_sim - Pv_sim; 
m = sum(error.^2); 

 
 

 


