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1. Objetivo General 

Modelar, simular y diseñar el controlador óptimo de una celda de combustible tipo 
PEM bajo condiciones de uso en aplicaciones. 
 

1.1 Objetivos Específicos  

 
1. Investigar y recopilar el estado del arte sobre modelos y sistemas de control 

de celdas de combustible.  
2. Investigar y recopilar el estado del arte sobre métodos de optimización de 

celdas de combustible. 
3. Plantear un modelo matemático del sistema de celda de combustible. 
4. Simular la respuesta dinámica en estado estable y transitorio de la celda de 

combustible a partir del modelo matemático planteado. 
5. Diseñar la tipología de control más adecuada para la celda y sus sistemas 

auxiliares. 
6. Diseñar un algoritmo que permita la optimización del desempeño de la celda 

de combustible.  
7. Simular el funcionamiento  del sistema de celda de combustible optimizado. 
8. Seleccionar  y cotizar los materiales y equipos requeridos para la 

construcción del sistema*.
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2. Planteamiento del problema y justificación 

Las pilas de combustible ofrecen una tecnología altamente eficiente y flexible de 
combustible que produce limpiamente energía y calor con emisiones bajas o 
nulas.  
Con una multitud de usos finales como sistemas de energía de respaldo, 
estaciones primarias de energía, sistemas de calor y energía combinados, 
automóviles, autobuses, vehículos especiales, unidades auxiliares de energía y 
aplicaciones portátiles de celdas de combustible dan un potencial para impactar 
dramáticamente la economía de energía limpia del siglo 21. Las pilas de 
combustible pueden producir de manera eficiente electricidad a partir de una serie 
de combustibles domésticos, incluyendo bio-gas, gas natural, propano, metanol, 
diesel, y el hidrógeno. Y debido a que se pueden construir a una variedad de 
escalas, las celdas de combustible pueden proporcionar energía para 
prácticamente cualquier aplicación. En comparación con los insumos energéticos 
tradicionales, las pilas de combustible pueden proporcionar un mejor rendimiento y 
fiabilidad, además de bajos costes en el ciclo de vida. 
La reducción de costes y la mejora de la durabilidad son los dos retos más 
importantes para propiciar la comercialización de celdas. Los sistemas de celdas 
de combustible deben tener un precio competitivo en el mercado, y a su vez ser 
capaz de realizar igual o mejor trabajo que las tecnologías tradicionales de poder 
durante la vida útil del sistema.  

En la literatura se puede encontrar que los temas de investigación y 
desarrollo se centran en la identificación y desarrollo de nuevos materiales que 
reduzcan el costo y extiendan la vida útil de los componentes de la celda de 
combustible, incluyendo membranas, catalizadores, placas bipolares, y conjuntos 
de electrodos de membrana. Es necesaria la reducción de los precios de la celda 
de combustible, los procesos de fabricación de alto volumen podrían ayudar a 
hacer que los sistemas de pilas de combustible cuesten competitivamente con las 
demás tecnologías tradicionales. 

Para mejorar su rendimiento se propone el diseño de un sistema auxiliar de 
una celda de combustible tipo PEM (Membrana de intercambio de protones) con el 
objetivo de plantear estrategias para mejorar su rendimiento bajo condiciones de 
uso típicas  en aplicaciones de transporte y/o estacionarias. El trabajo iniciará con 
la identificación de los elementos que componen la celda y de las diferentes 
maneras en que estos se configuran. 
Se seleccionará la mejor tipología de acuerdo con el estudio previo de los 
requerimientos de la aplicación a implementar, luego se simularla respuesta del 
sistema completo en MATLAB® y se optimizará su funcionamiento para 
nuevamente simularlo y dar un punto de comparación. 
Adicionalmente se propone seleccionar y gestionar la adquisición de los materiales 
y equipos para montar un laboratorio de pruebas de celdas de combustible con el 
fin de abonar camino a las siguientes generaciones que deseen contribuir más 
adelante con sistemas de celdas de combustible, (resaltando que el alcance de 
este último compromiso solo incluye la búsqueda y selección de los materiales y 
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equipos para una posible compra, puesto que la decisión y proceso de compra de 
estos elementos dependerá de  la administración de la universidad ). 
 
El conocimiento que se genere servirá de apoyo en futuras investigaciones en 
temas de energías renovables y aplicaciones de control en sistemas de celdas de 
combustible, orientado en la prevención del daño y mejora de su desempeño. 

2.1 Antecedentes 

La optimización se lleva a cabo para obtener condiciones óptimas de 
funcionamiento y las especificaciones de diseño de sistemas de celdas de 
combustible, especialmente cuando estos sistemas están integrados con los 
sistemas de procesamiento de combustible y / o se utilizan junto con otros 
sistemas de generación y almacenamiento de energía.  

El diseño de las pilas de combustible es una tarea difícil debido a varios 
fenómenos físicos que deben ser optimizados simultáneamente para lograr un 
funcionamiento adecuado de pilas de combustible. Diseño de la celda de 
combustible es multi-objetivo, por ende, para solucionar un problema se debe 
tener en cuenta múltiples variables. Para diseñar las pilas de combustible por 
diseño computacional, una formulación matemática del problema de diseño 
necesita ser desarrollado. El problema es resuelto, utilizando un método de 
optimización numérica y un modelo de celdas de combustible.  

En la última década, la comunidad de pilas de combustible se ha prestado 
más atención al diseño computacional de las pilas de combustible. En un artículo 
reciente (1) han analizado las fortalezas, limitaciones, ventajas y desventajas de 
las formulaciones de optimización y algoritmos de optimización numérica en el 
diseño de las pilas de combustible y sistemas de pilas de combustible. Resaltaron 
la importancia de desarrollar formulaciones de optimización numérica para el 
diseño de pilas de combustible y sistemas de celdas de combustible. Ellos también 
nos proporcionaron un debate sobre el estado de la técnica en la optimización de 
celdas de combustible y sugirieron futuras líneas de investigación en el área de la 
pila de combustible y el diseño de sistemas de células de combustible. 

También podemos encontrar en la literatura que en cuanto al mejoramiento 
del rendimiento y la durabilidad de las pilas de combustible de la celda de 
combustible se le han adaptado subsistemas que controlan el calor de la celda de 
combustible, la gestión del agua, el combustible, el suministro, distribución de aire, 
la gestión principal y auxiliar de potencia. 

Otro de los problemas de control en las pilas de combustible es el 
fenómeno de la falta de oxígeno-combustible, que puede ocurrir cuando hay un 
repentino aumento de potencia a  la carga. En este caso, la presión parcial de 
oxígeno-combustible disminuye significativamente, acompañado por una rápida 
disminución de voltaje de la celda, que a su vez acorta la vida de la pila de celda 
de combustible (2) (3) . 
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3. Estado del arte  

Ha habido muchos estudios se centraron en el diseño del controlador para SOFC 
(Solid Oxygen Fuel Cell) y PEMFC (Proton Exchange membrane). Una revisión 
detallada de muchos artículos sobre este tema se puede encontrar en (4). 
 
En la literatura podemos encontrar que ya se han implementado sistemas de 
control optimo LQR y LQG (5), (6) orientados a diferentes arquitecturas de control 
dependiendo del objetivo final, como es el caso del control de exceso de oxígeno 
(7), dando como resultado un bajo consumo de combustible manteniendo una muy 
buena respuesta del sistema; pero se debe destacar que al momento de diseñar el 
controlador, utilizan métodos iterativos manuales para encontrar las matrices de 
penalización de las entradas y los estados, posiblemente no encontrando la mejor 
respuesta para las condiciones de diseño. 
 
Establecer una metodología de diseño de una estrategia de control óptimo de la 
celda de combustible es vital para obtener resultados que se ajusten a las 
necesidades de diseño. Es por esto que se plantea una metodología de diseño 
óptimo consiste en encontrar la mejor respuesta que satisface las necesidades 
planteadas para el diseño del controlador. 
 
Como parte del desarrollo del proyecto se presentó un trabajo en conjunto de dos 
estudiantes y un profesor de la facultad de mecatrónica en la universidad 
autónoma de Bucaramanga (UNAB) en el que se  propuso como alternativa, 
utilizar un método de optimización estocástico. Se implementó un algoritmo 
genético para que, basado en el modelo no-lineal del Departamento de energía de 
EE.UU (DOE) linealizado sintoniza un sistema de control optimo LQR teniendo 
como función objetivo del algoritmo de optimización los índice de error ,Integral 
Time absolute error (ITAE), Integral absolute error (IAE), Integral Square Error 
(ISE),.e Integral Time Square Error (ITSE). Cada índice fue implementado en un 
algoritmo de optimización por aparte, para luego evaluar el desempeño de cada 
índice como criterio de optimización y seleccionar la mejor solución (8). 
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4. Marco teórico 

4.1 Celda de combustible de membrana protónica 

Una celda de combustible de membrana protónica es un dispositivo que usa 
hidrogeno como combustible para  generar corriente eléctrica, agua y calor como 
residuo de la reacción. En general la tecnología de la celda de combustible se 
basa en una simple reacción de electrolisis inversa dada por la ecuación: 

2H2 + O2  ↔ 2H2O 
(1) 

Una celda de combustible no necesita ser recargada como una batería; 
teóricamente la celda producirá energía tanto como el combustible sea suplido. El 
diseño básico de una celda de combustible mostrado en la Fig. 1 involucra un 
electrodo a cada lado de una membrana de electrolito polimérico, también 
conocida como membrana de intercambio protónico, PEM (recibe el nombre 
comercial de Nafion). El  hidrogeno es suplido en estado gaseoso al ánodo 
(terminal negativo) de la celda de combustible mientras que el oxígeno gaseoso es 
suplido al cátodo (terminal positivo) de la celda de combustible. Debido a la 
electrolisis inversa, y con la ayuda de un catalizador, el hidrogeno es separado de 
su electrón de valencia, tomando caminos diferentes para dirigirse al cátodo. Los 
electrones se hacen pasar por un camino externo a través de un circuito eléctrico, 
por lo tanto ese flujo de electrones puede ser aprovechado por una carga eléctrica 
externa. El protón de hidrogeno pasa a través del electrolito y al final ambos llegan 
al cátodo reaccionando con el oxígeno para formar agua como producto final de la 
reacción. (9). 

 
Fig. 1: Diagrama básico de una celda de combustible pem. (10) 

La curva de polarización mostrada en la Fig. 2 , representa el comportamiento en 
estado estable del voltaje debido a una determinada corriente de salida.  
En ella se puede observar que el voltaje operacional de la celda de combustible 
presenta diferentes irreversibilidades las cuales causan caídas de tensión a 
medida que varía su corriente de salida a la carga, lo cual requiere de subsistemas 
que controlen esas variaciones en la tensión. 
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Fig. 2  : Curva de polarización. (10) (11) 

4.2 Modelo y Ecuaciones Dinámicas De La Celda De Combustible 

4.2.1 Voltaje de la celda de combustible y presiones de los gases 

El voltaje entregado por una celda de combustible depende de muchos factores, 
incluyendo el tipo de celda, tamaño, temperatura, y la presión a la cual los gases 
son suplidos. Se debe resaltar el efecto de la presión y la concentración 
combustible en la recamaras de la celda, los cuales son vitalmente importantes 
para la eficiencia de la celda de combustible. Cada uno de los productos y 
reactivos se relacionan con un grado de "actividad" (10) (12). Este grado de 
actividad está relacionada directamente con las presiones parciales de los gases 
reactantes en las recamaras de la celda. Y es definida por la ecuación: 

ax = Px/Pop (2) 

Donde Px son las presiones parciales de cada gas, Pop es la presión de operación 

y ax el grado de actividad. 
 
Según la ecuación de Nerst y la ecuación (2): 
 

Vnerst = Eo +
RT

2F
ln(

aH2
aO2

1
2

aH2O
) = Eo +

RT

2F
ln (

PH2
PO2

1
2

PH2O
) (3) 

 

Donde R es la constante de gases ideales, T la temperatura de operación, Eo es el 
voltaje ideal, y F la constante de Faraday. 
Esta es la relación directa entre las presiones parciales de los gases y el voltaje de 
salida de la celda de combustible. 
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La ecuación (4) describe la relación de las pérdidas de voltaje en la celda a través 
del cátodo al ánodo [2]:  
 

∆V = (i+in)r − a ∗ ln (
i + in

io
) + b ∗ ln (1 −

i + in

i1
) 

(4) 

 

Dónde: 

 i: Densidad de corriente de salida.  
in: Densidad de corrientes internas relativas a las pérdidas por corrientes internas 
io: La densidad de corriente de intercambio en relación con las pérdidas de 
activación 

il: La densidad de corriente límite relacionada con las pérdidas de concentración. 

𝑟: La resistencia específica del área relacionada con las pérdidas resistivas. 
𝑎: Relación de la reacción implicada y el material del cual está hecho el electrodo. 
b: Constante de las pérdidas por concentración. 
 
De la ecuación (3) y (4) se obtiene la relación del voltaje entre el ánodo y el cátodo 
de la celda ante una carga, como se define a continuación: 
 
 

En = Vnerst − ∆V

= (Eo +
RT

2F
 Ln (

Ph2√Po2

Ph2oc
) − (i+in)r + a ∗ ln (

i + in
io

) − b

∗ ln (1 −
i + in

i1
) ) 

(5) 

Dónde: 
 

En: Voltaje de salida de la celda. 
Eo: Voltaje en circuito abierto a presión estándar. 
N: Numero de celdas. 

T: Temperatura de operación. 
P: Presiones parciales de cada gas dentro de la celda. 
 

4.3 Modelo no lineal de  la Celda de combustible. 

Para obtener un modelo dinámico no lineal PEMFC simplificado (13), se hacen las 
siguientes suposiciones: 

 Debido a la baja dinámica de la temperatura en la pila, se considera que en 
promedio la temperatura se puede suponer constante. 

 La humedad relativa puede ser bien controlada cerca de un 100%, y de ese 
modo el agua líquida siempre se forma en la pila. Esta agua líquida es 
perfectamente regulada a un tanque de agua por un separador de agua, 
evitando las inundaciones de agua. 

 Se asumió un comportamiento ideal de todos los gases dentro de la celda. 
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 Las fracciones molares de los reactantes de entrada son asumidos constantes 
en orden de crear el modelo dinámico simplificado de la celda de combustible. 
En otras palabras, hidrogeno puro (99.99%) es alimentado en el ánodo, y el 
aire, oxígeno al 21%, es suplido en el cátodo. 

 Todos los estados tienen que ser medidos para utilizados en la linealización 
por retroalimentación. 

 Se asume que la constante la presión total en el cátodo y el ánodo (13) 

 Por motivos de simplificación no son tenidos en cuenta las dinámicas de los 
actuadores ni la participación de otros gases dentro de la celda. 

 
En la Fig. 3, se muestra el diagrama de las tasas de flujo de los gases de 
hidrogeno oxígeno y agua. Las presiones del hidrogeno en el ánodo, y la presión 
parcial del oxígeno y agua en el cátodo fueron definidas como las variables de 
estado del modelo de celda de combustible debido a su relación con el voltaje de 
salida como se muestra en la ecuación(5). La consideración del agua en el cátodo 
es más compleja que en el ánodo, es por eso que se considera únicamente la 
variación del agua en el cátodo. 

 

Fig. 3: Diagrama de flujos en consideración de la celda de combustible. 

La presión parcial de cada gas es balanceada por la tasa de flujo de entrada 
menos consumo de este debido a la combustión como se muestra en las 
ecuaciones (6), (7) y (8) 
 
Conservación de moles en el ánodo: 

∂PH2

∂t
=

RT

Va
(H2in − H2used − H2out) (6) 

 
Conservación de moles en el Cátodo: 

∂PO2

∂t
=

RT

Vc
(O2in − O2used − O2out) (7) 

∂PH2OC

∂t
=

RT

Vc
(H2Ocin + H2Ocprod − H2Oc,Out) (8) 

 

Donde H2in, O2in y H2Ocin son las tasas de flujos molares de entrada de hidrogeno, 
oxígeno, y agua en el cátodo a la celda, respectivamente. 
Vc y Va es el volumen de las cámaras del ánodo y cátodo respectivamente. 
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H2used, O2used y H2Ocprod  representan el consumo y producción de los gases, los 

cuales están en función de la corriente de salida de la celda como se observa en 
la ecuación (9). 

H2used = 2 ∗ O2used = H2Ocprod =
N ∗ Afci

2F
 

(9) 

Donde H2out, O2out, y H2Oc,Out son las tasas de flujo de salida de cada gas y Ac es 

el área efectiva de la celda. 
 

H2out = (Anodein − H2used)PH2
/Pop  

O2out = (Cathein − O2used)Po2
/Pop 

H2Oout = (Cathein + H2Ocprod)Ph2oc/Pop 

(10) 

 

Donde los caudales de entrada en el ánodo y cátodo son definidos como: 
 

Anodein = (
H2in

γH2

) 

Cathein =
O2in + H2Ocin

γO2
+ γH2Oc

λO2
 

(11) 

Dónde: 
 

kc y kaes la relación de SLPM a mol/s. 
γH2

, γO2
 y γH2Oc

, son las fracciones molares de cada gas.  

 λO2
, son constantes estequiometrias relativas a la reacción y es puesta como 2. 

(14). 
λh2

, es la constante estequiometria del hidrogeno, y definida como una constante 

de valor unitario. Por lo que no se tuvo en cuenta en la formulación de las 
ecuaciones del modelo. 
 
Por lo tanto definimos como variables de entrada del modelo los caudales de 
entrada de los gases de  de hidrogeno, oxígeno, y agua en el cátodo a la celda, y 
las variables de control son el voltaje y las presiones. 
Los valores de las constantes se muestran en la Tabla 1. Para obtener una 
información más detallada del modelo remítase a (15). 
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5. Diseño metodológico  

5.1 Primer paso 

El primer paso corresponde a encontrar un modelo dinámico computacional de la 
celda, para esto se requiere un previo entendimiento del comportamiento de la 
celda de combustible para poder seguir con una metodología de diseño del 
control. 

5.2 Segundo paso 

El segundo paso consiste en el desarrollo de diseño del control a partir del modelo 
dinámico de la celda de combustible simulado con una herramienta 
computacional. Una vez obtenidos los diseños preliminares, se evalúan con el fin 
de analizar si las respuestas cumplen con los requerimientos de diseño. 

5.3 Tercer paso 

La optimización en base a una función costo será implementado para hayar las 
constantes de sintonización del controlador, así se tendrá valores estimados cerca 
de una respuesta óptima.  

5.4 Cuarto Paso 

Para el proyecto no se encuentra planteada una validación experimental en los 
objetivos específicos; la posibilidad de su realización se considera como un anexo 
que quedara sujeto al proceso de diseño realizado por el autor. 

5.5 Quinto Paso 

En este  último paso, se deberán tener en cuenta la realizar la cotización de los 
materiales necesarios para el posible futuro montaje del banco de pruebas, 
teniendo especial detalle en los requerimientos técnicos que requiera la celda. 
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6. Cronograma 

 Nombre de tarea Duración Comienzo Fin Predecesor 

1 Primer Paso 7,18 sem. Lun 03/02/14 Dom 16/03/14  

2 Segundo Paso 3,78 sem. Dom 23/03/14 Dom 13/04/14 1 

3 Tercer Paso 27,78 Sem. Dom 20/04/14 Lun 29/09/14 2 

4 Cuarto Paso 34,98 Sem. Lun 10/11/14 Lun 10/11/14 2 

5 Quinto Paso 50,18 Sem. Lun 03/02/14 Lun 24/11/14  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

  

Fig. 4: Diagrama de tiempos del cronograma. 
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7. Presupuesto 

A manera de anexo se propondrá más adelante un presupuesto a partir del 
estudio de los sistemas de celda de combustible. Se necesitara inicialmente las 
licencias de MATLAB y COMSOL. 
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8. Avance 

8.1 Simulación del modelo DOE 

 
Se selecciona el modelo DOE como base para el estudio del comportamiento de la 
celda de combustible, debido a que contempla la dinámica de la variación de los 
estados de las presiones parciales de los principales gases que participan en la 
reacción dentro de la celda teniendo como entrada los caudales de entrada y la 
corriente de salida. 
 
Se utilizó a nivel de simulación los parámetros de una celda de combustible que 
corresponde a una celda PEMFC del Laboratorio Tecnológico nacional de energía 
del DOE en Mogantow (11). 
 
 

Tabla 1: Parámetros de simulación de la celda de combustible. 

Parametro Descripción Valor 

Ac Área activa de la celda 132.7[cm2] 

Va Volumen del ánodo. 6.495[cm3] 

Vc Volumen del cátodo. 12.96[cm3] 

N Numero de celdas. 35 

Pop Presión de operación. 101[KPa] 

H2in Razón del flujo de entrada de hidrogeno en el ánodo.  [mL/min] 

Airin Razón del flujo de entrada de aire en el cátodo.  [mL/min] 

T Temperatura de operación. 338.5 [K] 

Eo Voltaje de circuito abierto de la celda. 0.9 [V] 

in Densidad de corriente límite de la celda 
correspondiente a las perdidas internas de corriente. 

20 [A/m2] 

il Densidad de corriente límite de la celda 
correspondiente a las pérdidas de corriente por 
concentración. 

9000 [A/m2] 

r  Área de Resistencia especifica de la celda 
correspondiente a las perdidas resistivas. 

30.762e-
6[Ohm] 

yh2 Fraccion molar de H2 de entrada al ánodo. 0.99  

yo2 Fraccion molar de O2 de entrada al cátodo. 0.21 

yh2oc 
 

Fraccion molar de f H2O de entrada al cátodo.  
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8.1.1 Modelo de bloques en Simulink 

 
Se realizó la simulación del modelo computacional de la celda de combustible de 
membrana intercambio de protones utilizando el modelo DOE y los valores de la 
Tabla 1 utilizando la herramienta computacional de MATLAB(R) Simulink(R) 

 
Fig. 5 : Diagrama del modelo no linealizado de la celda de combustible. 

 Caída de voltaje al tener una perturbación de corriente: 

 
Fig. 6 : Variación de voltaje y corriente de la simulación. 

 Variación de presiones al tener una perturbación de corriente: 
 

 
Fig. 7 : Variación de Presiones Parciales de la simulación. 
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8.2 Primera propuesta de control óptimo: 

8.2.1 Linealización y puntos de operación 

 
Fig. 8: Grafica de linealización en 60A. 

 
Fig. 9: Grafica de linealización en 96.37 A. 
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8.3 Diagrama metodológico   

 
Fig. 10: Diagrama de la metodología para el desarrollo del segundo avance. 

8.3.1 Linealización del modelo: 

Se partirá de un modelo que represente las dinámicas de los de las presiones 
parciales de los principales gases que participan en la reacción .Estas variables 
constituyen el concepto de estado del sistema. [7]El sistema no lineal se 
representó mediante las ecuaciones de diferenciales ordinarias representadas en 
las ecuaciones 2 y 3: 
 

ẋ(t) = f(x(t), u(t)), xo = x(to) (12) 

y(t) = g(x(t), u(t)) (13) 
 

Teniendo como estados x(t) las presiones parciales, como salida del sistema y(t) 
el voltaje de salida, y variables de entrada u(t) la corriente de salida y los caudales 
de entrada, xo son las condiciones iniciales del sistema y las funciones  fy g son 
funciones no lineales del modelo de la celda. 
 
Para obtener una representación lineal del sistema se aproximan las ecuaciones 
(12) y (13), alrededor del punto de operación u*, x* usando series de Taylor de la 
siguiente forma: 

ẋ ≈ f(x∗, u∗) +
∂f

∂x
|
x∗u∗

(x − x∗) +
∂f

∂u
|
x∗u∗

(u − u∗), x(to) = xo 
(14) 

y ≈ g(x∗, u∗) +
∂g

∂x
|
x∗u∗

(x − x∗) +
∂g

∂u
|
x∗u∗

(u − u∗) 
(15) 

 El sistema se describe en forma general de la siguiente forma: 

δẋ = Aδx + Bδu, δx(to) = δxo 
δy = Cδx + Dδu 

(16) 

Dónde: 

Representación en 
espacios de estado

•Presiones parciales

•Eq. Nerst

Linealización del 
sistema

• Serie de Taylor

• Punto de Funcionamiento

Planteamiento del 
servo sistema

•Voltaje a cero

•Retroalimentación de las 
presiones 

Control optimo

•Función de costo

•Algoritmos 
genéticos (GA)

Estimación 
optima

•Filtro de Kalman

Regulador optimo 
cuadrático gaussiano

• Funciones de costo 
cuadráticas

Algoritmo Genético

•La selección del mejor punto de operación de potencia del sistema

•Para el diseño de sistemas LQR con diferentes criterios de diseño
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A =
∂f

∂x
|
x∗u∗

∈ ℝnxn  B =
∂f

∂u
|
x∗u∗

∈ ℝnxm 

C =
∂g

∂x
|
x∗u∗

∈ ℝpxn  D =
∂g

∂x
|
x∗u∗

∈ ℝpxm  

(17) 

La representación de los sistemas dinámicos lineales mostrados en la ecuación 
(16), son una aproximación que permite manipular de forma simple las ecuaciones 
del sistema y así poder llevar a cabo el diseño del sistema de control; que, pese a 
las aproximaciones, pueden controlar con aceptable precisión el sistema dinámico 
alrededor del punto de operación.  
El sistema de celdas propuesto se describe el vector de estado, el vector de 
entrada y el vector de salida (11): 
 

δx = [∆PH2
∆PO2

∆PH2OC
]T (18) 

δu = [∆H2in ∆O2in∆H2Ocin ∆i]T (19) 

δy = δEfc (20) 

8.3.2 Control Lineal y Punto de operación: 

Como se predice en las ecuaciones (3) y (2), al variar las presiones parciales de 
los gases se modificara el  nivel de actividad, variando a su vez el voltaje descrito 
en la ecuación(3); desplazando la curva de polarización como se muestra en la Fig. 

11. 

 
Fig. 11 : Variación del nivel de actividad en la curva de polarización. 

Además de esto, el controlador no tiene autoridad en la corriente como variable de 
estado. Esto producirá una desviación en la aproximación del estimador y se verá 
reflejado con discrepancias en las magnitudes de la acción de control en el modelo 
lineal y non-lineal ante los cambios de la corriente. Es por esto que en algoritmo 
de optimización implementado se diseñó el controlador en el modelo lineal pero se 
evaluó en el modelo no lineal.  
Se define la potencia de salida de la celda como el producto de la el voltaje de 
salida dada por la ecuación (21) y la corriente: 
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W = V ∗ I  [W] (21) 

 
Según la ecuación(3), el voltaje varía según las presiones parciales de los gases 
de hidrogeno, oxígeno y vapor de agua en el cátodo, estas son variables de 
estado que son afectadas por los caudales de entrada a la celda y por la corriente 
de salida de la celda, a medida que la carga varié se verá una variación del voltaje 
de salida por variación de presiones y por perdidas por activación vistas ya en la 
Fig. 11 
Se propuso como objetivo  la linealización en el punto de operación del modelo 
cuando la celda tiene su máxima potencia suministrada a la carga. Normalmente 
se puede encontrar este punto utilizando el método grafico o utilizando la 
linealización de la curva de polarización (12). Este método no tiene en cuenta los 
caudales del sistema y como se observa en la Fig. 11 a diferentes magnitudes de 
entrada de caudal se puede alcanzar diferentes curvas de polarización. Se 
propone la búsqueda del punto máximo de potencia que entrega la celda variando 
los caudales de entrada. El método de búsqueda optima, GA, se implementó como 
herramienta de búsqueda del punto de potencia máxima, manipulando los 
caudales de entrada al sistema y de esta manera encontrar las condiciones de 
operación de los estados, entradas y salidas del sistema. 
La función objetivo del algoritmo de optimización fue planteada como la 
minimización de la resta de la potencia máxima que la celda podría entregar sin el 
efecto de las irreversibilidades en el voltaje, es decir con voltaje de salida ideal (sin 
carga), 31.5v, y corriente ideal (voltaje mínimo), 119.43A, y la potencia evaluada 
en cada cromosoma de la población del GA. En la Fig.B.1 se muestra el 
comportamiento del algoritmo de optimización en cada iteración, donde los puntos 
azules corresponden a la media de todos los cromosomas en su respectiva 
generación emean−op y los puntos negros corresponden al error en el cromosoma 

elite, eelite−op: 

emean−op =
∑ |31.5 ∗ 119.43 − V ∗ I|

poblacion
1

poblacion
 (22) 

 
eelite−op = |31.5 ∗ 119.43 − V ∗ I| 

(23) 

 
El punto de trabajo encontrado por medio de GA definió los caudales de los tres 
gases (hidrogeno, oxigeno, y el agua en vapor en el cátodo), la corriente 
suministrada a la carga y el voltaje de operación. Definimos como  condición 
vector inicial: 

u∗ =

[
 
 
 

H2in

O2in

H2Ocin

I ]
 
 
 

=

[
 
 
 
 

8.9149[SLPM]
9.948421[SLPM]

0.00119533[SLPM]
96.3769619[A] ]

 
 
 
 

 (24) 

Con un voltaje y potencia máxima de: 
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W = 11.084[V] ∗ 96.37696[A]
=  1072,093 [W] 

(25) 

 
En la Fig. 12 muestra curva de polarización tomando los valores de constantes 
ecuación (5) y  variando la corriente de la celda. En la cual se observa que el 
algoritmo encontró el máximo punto de potencia del modelo. 

 
Fig. 12 : Punto de operación según su máxima potencia de salida. 
 

8.4 LQG Design 

En la Fig. 13, muestra el diagrama general del sistema de control propuesto, en el 
cual muestra el servo sistema LQG realimenta la tensión de con una señal de 
referencia, conformado por un filtro de Kalman y las ganancias del LQR. 

 
Fig. 13: Diagram of the proposed control. 

8.4.1 Ganancias LQR 

Se debe resaltar que debido a que la variable de entrada de la corriente de salida 
de la celda no fue tomada como variable manipulada, por tanto, fue diseñado el 
controlador LQR con servosistema manipulando únicamente las tres variables de 
caudal de entrada a la celda. 

δuc = [∆H2in ∆O2in∆H2Ocin]
T (26) 
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Se redefine la matriz de B de la dinámica del sistema propuesto en las 
expresiones (17) tomando todas las filas y la columna 1 a la 3: 
 

𝐵𝑐 = 𝐵(: ,1,3) (27) 
 
Con la dinámica del sistema propuesto en las ecuaciones (26) y, (27) se replantea 
la representación en espacios de estado como lo muestra la ecuación (28): 
 

δ𝑥̇ = 𝐴𝛿𝑥 + 𝐵𝑐𝛿𝑢𝑐 (28) 
 

Se tiene que al ser un servo sistema se define 𝐴̌ para incluir el polo del 
integrador del su diseño como: 
 

𝐴̌ = [
𝐴 0

−𝐶 0
] 𝐵̌ = [

𝐵𝐶

0
] (29) 

𝛿𝑥̌̇ = 𝐴̌𝛿𝑥̌ + 𝐵̌𝛿𝑢̌ (30) 

 
La solución óptima está dada por: 
 

𝑢̌(𝑡) = −𝐾̌ ∗ 𝑥̌(𝑡) (31) 

 

Se determinó la entrada 𝑢̌(𝑡) que minimiza la función de costo [9]: 

𝐽(𝑢) = ∫ [𝑥̌(𝑡)𝑇𝑄𝑥̌(𝑡) + 𝑢̌(𝑡)𝑇𝑅𝑢̌(𝑡)] 𝑑𝑡
∞

0

 (32) 

Se definen positivas Q y R, La selección apropiada de las matrices Q y R (las 
cuales representarían los pesos o penalizaciones de la función de costo mostrada 
en la ecuación (32), permite mantener la estabilidad del sistema, manteniendo el 
voltaje de salida ante cambios en la corriente de salida minimizando el esfuerzo de 
control. 
Donde, 

𝐾̌ = 𝑅−1𝐵̌𝑇𝑆𝐾̌ = [𝐾𝑖 𝐾𝑡] (33) 

Donde S es la solución de la ecuación matricial algebraica de Riccati, mostrada en 

la ecuación (34), 𝐾𝑖 y 𝐾𝑡 son la ganancia del integrador y el vector de ganancia del 
LQR respectivamente. 

 

𝐴̌𝑆 + 𝑆𝐴̌𝑇 − 𝑆𝐵̌𝑅−1(𝐵̌𝑇𝑆) + 𝑄 = 0 (34) 

8.4.2 Filtro Kalman: 

 

Dada el sistema planteado en la ecuación (16), se adicionan los valores de ruido 
mostrados en la Fig. 13 

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡) + 𝐵𝑤(𝑡) 
𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) + 𝐷𝑤(𝑡) + 𝑣(t) 

(35) 

Donde 𝑤 y 𝑣 son ruido blanco con covarianzas 𝑅𝑤 y 𝑅𝑣 respectivamente, no 
correlacionados. 
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Las magnitudes de los ruidos son simulados como un ruido gaussiano (o 
ruido blanco) con la finalidad de probar la robustez del controlador ante ruidos en 
las señales.  
El estimador crea un estado estimado 𝑥̂(𝑡) que minimiza el error de la covariancia 
en estado estable (17)  

𝑃 = 𝑙𝑖𝑚
𝑡→∞

𝐸({𝑥(𝑡) − 𝑥̂(𝑡)}{𝑥(𝑡) − 𝑥̂(𝑡)}𝑇) (36) 

Donde P se calcula a partir de la ecuación algebraica de Riccati: 
 

𝑃𝐴 + 𝐴𝑇𝑃 − 𝑃𝐵𝑅𝑣 
−1𝐵𝑇𝑃 + 𝑅𝑤 = 0 (37) 

 
El vector de los estados estimados 𝑥̂(𝑡) se obtiene de: 
  

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥̂(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡) + 𝐿(𝑦(𝑡) − 𝐶𝑥̂ − 𝐷𝑢) (38) 

Donde la matriz L está dada por: 
 

𝐿 = (𝑃𝐶𝑇 + 𝐵𝑅𝑤𝐷𝑇)(𝑅𝑣 + 𝐷𝑅𝑤𝐷𝑇)−1 (39) 

Por lo tanto, el compensador tendrá la estructura: 
 

𝑥̂(𝑡) = [𝐴 − 𝐵𝐾 − 𝐿𝐶]𝑥̂(𝑡) + 𝐿𝑦(𝑡) (40) 

 

Se selecciona niveles de ruido que sean tolerables para el funcionamiento del 
controlador, las covariancias del ruido blanco gaussiano definidas como: 

𝑊 = [

1𝑒 − 22 0 0
0 11𝑒 − 81 0
0 0 1𝑒 − 21

0
0
0

0            0             0 1𝑒 − 22

] 

𝑉 =  0.0002 

(41) 

Las matrices 𝑅𝑤 y 𝑅𝑣 son definidas  mayores a las seleccionadas para dar una 
buena respuesta del sistema de control ante el ruido [9] con covarianzas 
mostradas en la ecuación (41). Estas covarianzas son definidas en la ecuación 
(42): 
 

𝑅𝑤 = [

1𝑒 − 20 0 0
0 11𝑒 − 80 0
0 0 1𝑒 − 20

0
0
0

0            0             0 1𝑒 − 20

] 

𝑅𝑣  =  0.00025 

(42) 

8.5 Optimización del controlador 

El algoritmo de optimización fue implementado en el software comercial Matlab. 
GA  manipulo los parámetros de las matrices Q y R del controlador para diseñar la 

matriz 𝐾̌. Se implementó el controlador en el modelo no lineal y se evaluó el 
respectivo índice. Las variables de diseño se  inicializaron de manera ramdomica, 
dentro del rango de valores permisibles.  
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El rango de búsqueda de cada variable se estableció teniendo en cuenta las 
posibles limitaciones mecánicas, debido a que las constantes del controlador son 
por definición pesos adimensionales, siendo difícil encontrar una relación directa 
entre los valores de estos y las magnitudes físicas. En este caso se  usó  la regla 
de bryson  la cual propone una relación inversamente proporcional entre los 
cuadrados de los valores máximos permitidos y los pesos de las matrices Q y R: 
 

𝑄𝑖𝑖  =  1/(𝑋𝑚𝑎𝑥𝑖𝑖
)
2

 (43)  

𝑅𝑖𝑖  =  1/(𝑈𝑚𝑎𝑥𝑖𝑖
)
2
 (44) 

 
Los rangos de estas matrices se muestran en la Tabla 2 . 
 
Tabla 2: Restricciones de diseño óptimo implementado 

Variables de diseño Restricción 
Q11 [0-1.0e-06] 
Q22 [0-1.0e-07] 
Q33 [0-1.0e-06] 
Q44 [9-11] 
R11 [3900000-410000] 

 
Como método de optimización se implementó un algoritmo genético que busco la 
minimización del error de las magnitudes de los diferentes índices de error 
descritos previamente. La Tabla 3 muestra la configuración de parámetros usados 
en el GA. 
 
Tabla 3: Parámetros del algoritmo genético para las constantes del controlador. 

Algoritmo Genético 

Condición Parámetro 
Generaciones 100 
Población 200 
Población elite 3 
Método de selección  Ruleta 
Porcentaje de cruce 70% 
Porcentaje de mutación 30% 
Error multiobjetivo itae, iae, itse, ise  

 
 
En Fig.B.2, Fig.B.3, Fig.B.4, y Fig.B.5 se observa el comportamiento del error del 
índice utilizado en cada  diseño óptimo implementado a medida que avanzaban 
las generaciones del G.A. donde los puntos azules corresponden a la media de 

todos los cromosomas en su respectiva generación emean−indice y los puntos 
negros corresponden al error en el cromosoma elite, 𝑒𝑒𝑙𝑖𝑡𝑒−𝑖𝑛𝑑𝑖𝑐𝑒.   

 𝑒𝑚𝑒𝑎n−𝑖𝑛𝑑𝑖𝑐𝑒 =
∑ |𝑖𝑛𝑑𝑖𝑐𝑒|

𝑝𝑜𝑏𝑙𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛
1

𝑝𝑜𝑏𝑙𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛
 (45) 

𝑒𝑒𝑙𝑖𝑡𝑒−𝑖𝑛𝑑𝑖𝑐𝑒 = |𝑖𝑛𝑑𝑖𝑐𝑒| (46) 
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Como un criterio de comparación entre las diferentes respuestas del algoritmo de 
optimización con diferentes índices de error, se utilizó el bestfitness, ecuación (47), 
de la respuesta del controlador lineal implementado en el modelo no lineal  

BestFit = 100(1 − (
√∑ |𝑦ℎ − 𝑦|2𝑛

𝑖=1

𝑦 − 𝑦̅
)) (47) 

Dónde:  
y, Datos de la respuesta de la planta no lineal 

𝑦ℎ , Datos simulados de la planta lineal. 
𝑦̅, Media de los datos. 

8.6 Resultados

 
Fig. 14: Variaciones de corriente de salida de la 

celda. 

 
Fig. 15: Comparison of the responses of 

optimization. 

Se puede observar en la Fig. 15 las respuesta de cada uno de los controladores 
sintonizados debido a la perturbación de corriente observada en la Fig. 14 se 
observa que los índices con mejor comportamiento con respecto a su respuesta 
lineal y no lineal utilizando el bestfitness fueron los no dependientes del tiempo los 
cuales son ISE y IAE. 

Vemos también que la mayoría muestran respuestas sub-amortiguadas en 
los instantes en que el cambio o perturbación era positivo, en contraste con el 
pequeño sobrepaso mostrado por el controlador ISE en esos mismos instantes. 

De acuerdo con la comparación de las respuestas transitorias de las 
diferentes sintonizaciones del controlador LQR en la Fig. 15, el controlador que 
tuvo un comportamiento cercado al comportamiento del controlador con la planta 
lineal fue la optimizada usando  el criterio ISE. 
A continuación mostramos el comportamiento del controlador optimizado con el 
criterio ISE: 
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Fig. 16: Power demand due to load variation. 

 
Fig. 17: Variación del voltaje de salida con el 

controlador LQR sin ruidos. 

 
Fig. 18: Variación de las presiones parciales de 

los gases con el controlador LQR sin ruidos. 

 
Fig. 19: Caudales de entrada al sistema. 

A continuación las respuestas del controlador con ruido en las entradas y la salida: 

 
Fig. 20: Salida de voltaje del sistema con filtro de 

Kalman en presencia de ruido. 

 
Fig. 21: Comparación de los estados estimados 

en presencia de ruido y los estados filtrados leídos 
directamente. 
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CONCLUSIONES 
 

 En el presente documento se mostró una metodología de optimización 
utilizando algoritmos genéticos y diferentes criterios para mejorar la 
respuesta de un servosistema LQG de un modelo linealizado de celda de 
combustible con el objetivo de mantener la salida de voltaje ante 
perturbaciones de corriente, se determinó la máxima salida de potencia con 
los menores de caudales de los gases de hidrogeno, oxígeno y vapor de 
agua para su punto de operación y linealización mostrada en la ecuaciones 
(24). 

 Se observa que en todos los casos, la iteración del algoritmo no se detuvo 
antes del número máximo de iteraciones permitidas, sino porque se 
presentó la divergencia mínima que tuvo entre una generación y otra. la 
implementación de GA para la linealización de sistemas y el diseño de 
controladores lineales  LQR demostró ser eficaz en la selección de los 
parámetros de diseño, encontrando la configuración óptima dentro del 
rango de posibles soluciones. 

 Esta metodología comparo diferentes índices de desempeño los cuales 
cuantificaron el desempeño en las diferentes sintonizaciones del control. En 
la Fig. 15 se mostraron los diferentes resultados del proceso de 
optimización, en este se muestra la diferencia que se dio al variar el criterio 
de optimización siendo la dada por el ISE la que mostro un mejor 
desempeño. 

 La respuesta del sistema al incluir el observador con el filtro de Kalman al 
sistema en presencia de ruido gaussiano con covarianzas aleatorias 
mostradas en la ecuación (41) en las señales de entrada y de salida es 
mostrada en las Fig. 20 y Fig. 21.respectivamente, se puede apreciar una 
atenuación del ruido significativa, esto es debido a que para el diseño del 
filtro fue elegido una magnitud mayor a la covarianza del ruido blanco 
simulado, la selección optima de estas matrices serán seleccionadas de 
manera óptima en trabajos posteriores. 

 

 Sistemas de energía de pila de combustible son altamente interdisciplinario 
- que requieren las habilidades de los químicos, electroquímicos, materiales 
científicos, termodinámica, ingenieros eléctricos y químicos, el control y los 
ingenieros de instrumentación, y otros, para que funcionen bien. Un 
problema con esto es que hay ocasiones en que estas diversas disciplinas 
tienen sus propios nombres para lo que suele ser esencialmente la misma 
cosa. 

 El problema de control en un sistema de pila de combustible es un uno 
multi-objetivo. Un sistema de celdas de combustible debe ser controlado 
eficazmente para asegurar (a) el suministro de sistema de potencia 
requerida en la presencia de variaciones rápidas en las cargas externas, (b) 
alta eficiencia del sistema, y (c) una larga vida útil del sistema, entre los 
otros. 
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 Para que se desee planificación preliminar del sistema de energía de 
células de combustible, el análisis de la estabilidad, la síntesis de la 
estrategia de control y evaluación, un modelo dinámico adecuado de un 
sistema de pila de combustible. Dado que los modelos orientados al control 
existente [ (10) (2) (3)] no contienen todos los componentes de agua, que 
son uno de los factores importantes de los sistemas de pilas de combustible 
[ (6)], es culto dificultades para diseñar un modelo de pila de combustible 
dinámico preciso basado en los vigentes modelos. La principal motivación 
para el desarrollo de modelos dinámicos de PEMFC es facilitar el diseño de 
estrategias de control con objetivos tales como garantizar un buen 
rendimiento de seguimiento de carga, para evitar daños de combustible pila 
de células, y para prolongar la vida de la pila mediante el control de las 
presiones de gas de ánodo y cátodo. 

 

 Como resultado de un estudio preliminar acerca de los diferentes modelos 
matemáticos de la celda de combustible, se selecciona el modelo DOE 
como base para estudiar el comportamiento de la celda de combustible, 
debido a que contempla la variación de los estados de las presiones 
parciales de los principales gases que participan en la reacción dentro de la 
celda, por lo tanto se puede determinar a nivel de simulación un completo 
comportamiento dinámico de la celda a con la variación de los caudales de 
entrada y perturbaciones de corriente de la carga.  
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APENDICE A 
Modelo en espacios de estado 

A continuación se muestras las constantes del modelo linealizado: 
 

𝐴 = [

𝐴11 0 0
0 𝐴22 0
0 0 𝐴33

] 
(A. 1) 

𝐵 = [

𝐵11 0
0  𝐵22

0 𝐵32

0   𝐵14

 𝐵23  𝐵24

𝐵33 𝐵34

] 
(A. 2) 

𝐶 = 𝑁 ∗ 𝑅 ∗ 𝑇 [
1

2 ∗ 𝐹 ∗ 𝑃ℎ2

1

4 ∗ 𝐹 ∗ 𝑃𝑜2

−
1

2 ∗ 𝐹 ∗ 𝑃ℎ2𝑜𝑐

] 
(A. 3) 

𝐷 = 𝑁 [0 0 0  −(𝑟 +
𝑎

𝑖 + 𝑖𝑛
−

𝑏

𝑖𝑙 ∗ (
𝑖 + 𝑖𝑛

𝑖𝑙
−  1)

)] 
(A. 4) 

 
Dónde: 

𝐴11 = −
𝑅 ∗ 𝑇 ∗ (

𝐻2𝑖𝑛

𝑌ℎ2
−  2 ∗ 𝐴𝑐 ∗

𝑁
4 ∗ 𝐹

∗ 𝑖)

𝑃𝑜𝑝 ∗ 𝑉𝑎
 

(A. 5) 

𝐴22 =
𝑅 ∗ 𝑇 ∗ (𝐴𝑐 ∗

𝑁
4 ∗ 𝐹

∗ 𝑖 −
𝜆𝑂2 ∗ (𝐻2𝑂𝑐𝑖𝑛 +  𝑂2𝑖𝑛)

(𝑌ℎ2𝑜𝑐 + 𝑌𝑜2)
)

𝑃𝑜𝑝 ∗ 𝑉𝑐
 

(A. 6) 

𝐴33

= −
𝑅 ∗ 𝑇 ∗ (2 ∗ 𝐴𝑐 ∗

𝑁
4 ∗ 𝐹

∗ 𝑖 +
𝜆𝑂2 ∗ (𝐻2𝑂𝑐𝑖𝑛 +  𝑂2𝑖𝑛)

(𝑌ℎ2𝑜𝑐 + 𝑌𝑜2)
)

𝑃𝑜𝑝 ∗ 𝑉𝑐
 

(A. 7) 

𝐵11 =

𝑅 ∗ 𝑇 ∗ (1 −
𝑃ℎ2

𝑃𝑜𝑝 ∗ 𝑌ℎ2
)

𝑉𝑎
 

(A. 8) 

𝐵13 = −

𝑅 ∗ 𝑇 ∗ (2 ∗ 𝐴𝑐 ∗
𝑁

4 ∗ 𝐹
 −

2 ∗ 𝐴𝑐 ∗
𝑁

4 ∗ 𝐹
∗ 𝑃ℎ2

𝑃𝑜𝑝
)

𝑉𝑎
 

(A. 
9) 

𝐵22 =

𝑅 ∗ 𝑇 ∗ (1 −
𝜆𝑜2 ∗ 𝑃𝑜2

𝑃𝑜𝑝 ∗ (𝑌ℎ2𝑜𝑐 + 𝑌𝑜2)
)

𝑉𝑐
 

(A. 
10) 

B23 =    −
λo2 ∗ Po2 ∗ R ∗ T

Pop ∗ Vc ∗ (Yh2oc + Yo2)
 (A. 

11) 

B24 = −

R ∗ T ∗ (Ac ∗ Kr −
Ac ∗

N
4 ∗ F

∗ Po2

Pop
)

Vc
 

(A. 
12) 

B32 = −
λo2 ∗ Ph2oc ∗ R ∗ T

Pop ∗ Vc ∗ (Yh2oc + Yo2)
 

(A. 
13) 

B33 =

R ∗ T ∗ (1 −
λo2 ∗ Ph2oc

Pop ∗ (Yh2oc + Yo2)
)

Vc
 

(A. 
14) 

B34 =

R ∗ T ∗ (2 ∗ Ac ∗
N

4 ∗ F
 −

2 ∗ Ac ∗
N

4 ∗ F
∗ Ph2oc

Pop
)

Vc
 

(A. 15) 
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APENDICE B 
En este apartado se muestran las gráficas de convergencia de los algoritmos genéticos para 
cada uno de los casos que se implementaron. El eje horizontal muestra la cantidad de 
generaciones posibles para cada algoritmo y las generaciones que realmente utilizo el 
algoritmo para encontrar la respuesta óptima. El eje vertical representa los valores de la 
función de optimización. Los puntos azules representan la media del valor de la función de 
optimización para cada generación y los puntos negros son los valores elite de cada 
generación. 
 

 
Fig.B.1 : Resultado de las iteraciones para encontrar el punto de operación. 

 

 
Fig.B.2:Algoriht iterations, ITSE. 
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Fig.B.3: Algorith iterations, ITAE. 

 
Fig.B.4: Algorith iteration, ISE. 

 

 
Fig.B.5: Algoriht iterations, IAE. 

 

 


