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Presentacion

La aparicién de este primer nimero de Cuadernos de In-
genieria es un punto de inflexién en el desarrollo ordenado
de la actividad investigativa en la UNAB y especificamente
en la Escuela de Ciencias Naturales e Ingenieria. No es
una aparicién subita, es producto del proceso que se inicid
en los primeros afios de la década del 90, cuando 1a UNAB

‘ reflexioné acerca de los factores que iban a incidir en su fu-
turo como Universidad, acorde con los cambios que se iban
a dar en educacion superior a partir de la Ley 30/92.

No se necesitaba cavilar demasiado, para determinar que
solo aquellas instituciones que le apostaran al desarrollo del
conocimiento tendrian vigencia hacia el futuro y serian las
que mejor se adaptarian a un mundo que aceleraba su ritmo
de cambio. La respuesta de la UNAB la llevd a definir su
Proyecto Educativo Institucional, a expedir su Plan Prospec-
tivo de Desarrollo 2000 — 2006 y a disefiar una consecuente
reforma curricular que tuvo en la investigaciéon uno de los
ejes estratégicos que mediria su definiciéon y norte.

Hechos concretos del propésito de la voluntad institucio-
nal fueron la definicién de la politica institucional de inves-
tigacién y como consecuencia de ella la estructuracién del
ente que la pondria en marcha. Dadas estas definiciones el
area de Ingenieria de la UNAB inicié un desarrollo creciente
con la creacidén del Laboratorio de Computo Especializado
—LCE, en 1996; el Laboratorio se convirtié en piedra angular
del desarrollo de la investigacion en las especializaciones,
en la Maestria de Ciencias Computacionales y en guia para
desarrollo en el pregrado.

La formacion de investigadores, la vinculacién de Investi-
gadores formados, la definicién de lineas , el apoyo econdémico
de la UNAB al Laboratorio, fueron factores que impulsaron
ala Universidad a presentarlo para su evaluacién por COL-
CIENCIAS vy, si asi lo ameritaba, fuera clasificado como

3 Centro de Investigacion. Esta entidad en el afio 2000, no
s6lo reconocio al LCE como Centro de Investigacién, sino
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que lo escalafoné como uno de los 13 centros de excelencia
en el pais para ese afio. Ademas de recibir el reconocimien-
to, obtuvo apoyo financiero de COLCIENCTAS de la misma
manera que para los proyectos presentados por sus grupos
de Investigacién.

La decision institucional dio sus frutos y ademas de los
éxitos que alcanzé el Laboratorio en el contexto nacional,
se constituy6 en faro y gufa de la investigacién formativa y
en sentido estricto,'en la Escuela de Ciencias Naturales e
Ingenieria y, desde luego, en las demés escuclas que nacieron
con la Reforma Organizacional del 2001 — 2002.

La produccién intelectual, ponencias y articulos de los
investigadores, han mostrado en Colombia v en el Exterior
la dindmica de la Investigacién que se vive en la UNAB, de
gran significacién para una institucién joven, baluarte de
la calidad de los contenidos de los programas de pregrado
y postgrado de la Escuela y de la Universidad. En cifras
es satisfactorio decir que desde el reconocimiento del LCE
como centro, sus grupos han generado 58 publicaciones, de
las cuales 26 son internacionales, y, de éstas, 18 son tesis
de Maestria.

Para la Ingenieria en la UNAB, para la orientacién aca-
démica de sus 5 programas de pregrado, de sus 5 especiali-
zaciones y de la Maestria en Ciencias Computacionales, en
convenio con el TEC de Monterrey, la actividad investigativa
del LCE, resultado de los proyectos desarrollados en gran
parte por profesores de la Escuela, ha sido esencial para que
la calidad de estos programas tenga el nivel que hoy exige
el gobierno nacional.

Con el mismo esquema del LCE y en ejecucion del Plan
Prospectivo de Desarrollo 2002 - 20086, 1a UNARB dio el primer
paso para la creacién de un nicleo nuevo de investigacion
en el drea de las ciencias ambientales con el nacimiento del
Proyecto Ambiental, responsable de la gestion de la inno-
vacién biolégica para conseguir la armonia con el entorno
natural.

Estos primeros avances de los trabajos de investigad!ortlas
y docentes de la Escuela de Ciencias Naturales e Inggnlerla
dan nacimiento a los “Cuadernos de Ingenieria”, de circula-
cién semestral, se constituyen en la expresion de la manera
como en la escuela hemos tomado los hechos del conociml_en-
to, relacionados con el fundamento de la ciencia y su a}phca-
cién en la formacién de profesionales de las ingenierias.

HEsta publicacién se presenta como un espacio para la
reflexion y el debate de las ideas en ciencia y tecnolog.la con
el propésito de decantar la produccion intelectu_al de inves-
tigadores e iniciados en investigacion. En espe(:lal para que
los jévenes investigadores, los semilleros de 1nvest1ga(:1(.)n y
nuestros docentes se atrevan a presentar sus planteamien-
tos al debate de la comunidad académica en las areas de las
ciencias bésicas y de la ingenieria.

German Oliveros V.
Director de la Escuela de
Ciencias Naturales e Ingenieria

Bucaramanga, Mayo 2004
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Kafarov V., email: kafarov@uis.edu.co
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Resumen. .

En estfe trabajo se desarrolla un algoritmo estocdstico de
ap.rgm}rnaciones externas para resolver un problema de
minimizar los costos ocurridos controlando el nivel de la
contaminacién de aire en una cierta regién de dimensién dos
que es un problema de optimizacién semi-infinita.

Abstract

Tl?is work presents a mathematical model that reached com-
ph.ance with air quality standards for the every ground level
p01.nt of the mining area, while minimizing the control costs
wh%chl tl?ereby occur. These air quality standards give rise to
an mflmteAnurnber of constraints and this is a semi-infinjte
programming problems. Semi-infinite programming is a next
level of extension of elementary finite linear programming
where now finitely many variables occur in infinitely many
constraints.

Palabx:as glaves: optimizacién semi-infinita, problema de
contaminacion de aire, métodos de aproximaciones externas.

Introducecion.
Muchas paises del mundo han establecido las leyes y re-

gul?ciones para la calidad de aire y han implementado los
estandares de emisién.

La norma de calidad del aire es un dispositivo legal que
establece un limite méximo permisible de concentracion de
un contaminante del aire (diéxido de azufre (SO2), monédxido
de carbono (CO), diéxido de nitrégeno (NOZ2), ozono (03),
plomo (Pb) y material particulado en suspensiéon PM (polvo,
cenizas, particulas metalicas, cemento o polen) dentro de un
tiempo promedio de muestreo determinado, definido con el
proposito de proteger la salud y el ambiente

Las normas de la calidad aérea llevan ' al conjunto infi-
nito de restricciones llamado “conjunto de restricciones de
la calidad aérea” en una region, es decir, indican que la
concentracion en cada punto de la tierra debe ser menor o
igual que los estandares promedios.

El objetivo general de esta investigacién es la construc-
cién del algoritmo estocastico de las aproximaciones externas
y el software para solucionar el problema de minimizacién
de los costos de control de contaminacion del aire. Los expe-
rimentos numéricos se realizan para diferentes problemas
de optimizacién semi-infinita lineal y no lineal.

Definicion del problema y algoritmo principal.

En una regién de control bidimensional dada S, tiene que ser
garantizada cierta calidad del aire (2,3). Al mismo tiempo,
el promedio de la concentracion anual de un contaminante
(por ejemplo, didxido de azufre o mondxido de carbono) tiene
ser guardado debajo de una norma prescrita que se describe
por una funcién real ? en S. Se asume que la concentra-

cién existente en O viene de dos tipos de fuentes: plantas
quimicas - fuentes que pueden ser controlados y entonces
regulados y fuentes que no pueden ser controlados, en

primer lugar transporte.
Para minimizar los costos del control de contaminacion

del aire podemos formular este problema utilizando funcién
lineal de costos y conjunto infinito de restricciones, asi llega-
mos a siguiente problema de optimizacion semi-infinita:




= F.

"
P(S) Minimizar  c(x,,..,x, )= chxj
J=1

sujeta a las restricciones
]

£(55)= 3, (=3 ), () + 1y (5) S0(s) Ve 5,

donde Y5>, € [O,l] son los factores de reduccién de la
contaminacioén (porcentajes de la cantidad de reduccién de
la contaminacién en cada fuente) con sus costos respectivos
C1s+5Cy 5 Uy - contribucién a la contaminacion de fuente no
controlable; %%, son plantas quimicas contaminantes
(fuentes de contaminacién) y § es el 4rea de control. La fun-
ci6n de costos muchas veces es dificil de determinar en la
forma explicita.

Muchos problemas de ingenieria, fisica, robdética, matema-
ticas se llevan a los problemas de optimizacién semi-infinita
apenas aparece alguna dependencia de las coordinadas o del
tiempo (1,3,4). Son problemas de programacién matemética
donde optimizamos funcién objetiva sujeta a conjunto infinito
de restricciones, Actualmente, en el mercado se encuentra
bastante software para la solucién de problemas cl4sicos de
optimizacién. Los problemas de programacién semi-infinita
son muy complicados y no existe software para resolverlos.
Por eso en el 4rea de Investigacién de operaciones el pro-
blema de desarrollo de los algoritmos numéricos para los
problemas restringidos con el numero infinito de restriccio-
nes es muy actual.

Una de las mejores herramientas para la solucién de este
clase de problemas es el método estocastico de las aproxi-
maciones externas (1,4). Su idea principal consiste en el
reemplazo del problema original P(S) con la secuencia de
los problemas aproximadas mas sencillas P(S,), n=1,2,...,
donde cada problema P(S,) depende solo del conjunto finito
Y de pardmetros:

P(S”) Minimizar C(xl,---,x,r)ZZCfxf

sujeta a las restricciones

g5 )= Y (=¥ ), () +14,()S9(s)  Vse s,
=l

aqui S, son conjuntos finitos de restricciones activas de’cacéa
problema aproximado P(S,). Para encontrarlos gl me?o )
utiliza buisqueda activa a partir un punto algatorlo de area
factible (procedimiento SPROC.ACTI\.I.'medm). 5

Como el criterio de optimizacién utilizamos funcién cua-
si-optima O(x,S,) para evaluar que tan cerca se ch?)erétr)a
el punto x de la solucién del problema aproximado ( ”d .
En este algoritmo el criterio no depenc_lfz de ningin meto 0
especial, es decir, para calcular fun(:lon’ cuasi-optima no
necesitamos resolver adicionalmente algin proble_mg como
se hacia anteriormente en otros problemas de Optln}}zacmn
semi-infinita (vea 4). Asi, para nuestro caso la funcién cua-

si-optima es:
' '
E‘J(X,S) ZIHEX(C(I)—EX _rﬂln C(X),IEI\E%Xg(x,S ))
£lx 2 gl a) v 5

Algoritmo SMETH.ACTIV.medio

Paso 0.n:=1 S, =@.
Paso 1. Encontrar x" - solucién del problema (S,,)_.
Paso 2. Llamar procedimiento SPROC.ACTIV.medio con

los pardametros x" y S, .

Obtener AS, y 0, . _ o
Paso 3. Formar el conjunto nuevo de restricciones
S, =AS, v U AS,
L J8,>8/n

1< j<n—1

Paso 4. n:=n+1 y regresar al paso 1.




Procedimiento SPROC.ACTIV.medio

Pardmetros de entrada: xe X°, Se M (S,
Parametros de salida: 9 R, ASe MI(SG) )
Parametro del procedimiento: §>0.
Paso 0. i:=1.
Paso 1. Aplicar el algoritmo de la busqueda local para so-
lucién del problema max g(x, s) empezando desde un punto
aleatorio s, para obténer el punto s; e §°, tal que:
S| € St (%), g(x,5,) < g(x,5,).
Paso 2. 8, = max(g(x, Sf),...,g(x, 5)).
Paso 3. (Paso de control.) Si i-0, <6 entonces i:=i+l y
regresar al paso 1.
Paso 4. g =0, i,

AY ={s.,5,} vy salida.

El algoritmo termina de trabajar cuando no hay ya no en-
contramos puntos activos que no cumplen restricciones del
conjunto factible.

El algoritmo propuesto es una versién del método general
SMETH.ACTTV propuesto por Zavriev, Volkov en (4).

Experimentos numéricos y resultados.

El algoritmo propuesto SMETH.ACTIV.medio fue aplicado
para los experimentos numéricos para casos lineales y no
lineales.

Consideremos tres plantas quimicas £, las cuales emiten
el mismo contaminante. El objetivo es reducir la contami-
nacién del aire hasta los estandares para todo el 4rea de
control §'. Las funciones exponenciales u,(s),i=123, son
contribuciones de P, alas concentraciones del contaminante
en el punto s€ S y las variables x;(i =1,2,3) sean los por-
centajes necesarias de reduccién del contaminante en cada
plantaa F, (0< ¥, <1) para cumplir con la concentracién
maxima permitida (aqui es la constante %) minimizando
el costo total de control c(x).

Ejemplo 1. Caso lineal.

Minimizar la funcién:
e(x) =2x, +4x; +x;
sujeta a las restricciones
3

2(x,9) = 3, (1—x)u,(s)-1/2<0, s€S= (14l [F14)

Aqui u,(s), i=12,3, dados como .
u,(5) = U/ 5, ) exp((=1/.5 )1 + (s, ~1)")) para s, >0
uy ()= (17 5, )exp((=1/ 5, )(2+(s;," /4)) para s >0
u, () = L/ (s, = 2)) exp((-1/(s, - 2L+ (s, +1)*)) para s, >.2
U;,5(8) =0 en el caso contrario. El sistema de coordinadas
y proposiciones se asuman como en (2, 3). . "
Aplicando el algoritmo SMETH.ACTIV.med_lo realizamos
los experimentos numéricos empezando desjde diferentes pim-
tos iniciales, con diferentes pardametros y areas de control.
En la Tabla 1. podemos observar algunos resultados para
este ejemplo. Aqui en la primera columna podemos olbsr'ervar
numero de iteraciones que igual al numero de restricciones
activas encontradas para solucionar el pr(zblema con la
exactitud propuesta. Hay que notar que segun los calculos
toda la concentracién de contaminacién de las tres plantas
se encuentra aproximado en el punto (2.897737,.-0.840293)
donde este resultado coincide con (3) que ha solucionado este
problema con el método de discretizacion.

Tabla 1. Resultados para el ejemplo 1 (caso lineal).

No. de Coordinadas de

iti - Valor de
iteraciones = punto critico approx. Punto inicial Punto optimo S
yelnumerode  ({concentracion de la

restr. activas contaminacion)

3 (2.897737, -0.840293) (0,0,0) (0.0,0.0,0.2729) 0.27298

5 (3.195362, -0.884669) (0,0,0) (0.0,0.0, 0.2730) 0.27303

4 (3.035533,-0.922631)  (0.15,0.2,0.05)  (0.0,0.0, 0.2750) 0.27506

3 (3.055767, -0.863967)  (0.15,0.2,0.05)  (0.0,0.0,0.2752) 0.27526




El punto optimo x,,= (0.0,0.0, 0.2730) indica que para
cumplir con los estandares propuestos en el problema y obte-
ner el costo minimo solamente hay que reducir en 27.52% la
emision de los contaminantes en la tercer planta quimica.,

En la Figural podemos observar la ubicacién del drea
critica de color negro (los puntos del area de control que z(x,
§)> -0.0001 en el punto optimo), el drea donde -0.1 < z(x,8)
<=-0.0001 de color gris oscuro y el drea donde z(x,8)<=-0.1
de color gris claro. Como podemos ver en el 4rea negro se
encuentra el punto critico aproximado (2.897737, -0.840293)
que aparece en la Tabla 1, adem4s, el 4rea negro es donde
la restriccién z(x,s) <= -0.0001 o sea de toda forma en este
drea estamos cumpliendo que z(x,8)<=0 que propone nuestro
conjunto factible del problema planteado.

-
L —_— -~ g O
o5 1 15 2 25 3 35 4

Figura 1. El caso lineal para el punto optimo (0.0,0.0,0.2729).

Ejemplo 2. Caso no lineal

Minimizar la funcién:
e(x) =22, + 4x, + x, + 30x2 + 307
sujeta al mismo conjunto de restricciones y el misma drea

de control. Aplicando el algoritmo SMETH.ACTIV.medio
llegamos a los siguientes resultados (ver Tabla 2).

Tabla 2. Resultados para el ejemplo 2 (caso no lineal).

No. de
iteraciones Coordinadas de punto Purita Inlalal Punto 6ptimo \;’::;r' gr?
y el niimero de critico aprox.

restr. activas
3 (3.054029, -0.840367) (0,00) (0,0.3552,0.1119)  1.95107
4 (2.991705, -0.857316) (0,0,0) (0,0.3542, 0.1122)  1.94966
4 (2.941609, -0.936625) (0.3,0.2,0.1) (0,0.3552, 0.1119) 1.95102
5 (3.105584,-0.876363)  (0.0,0.0,0.0)  (0,0.3553,0.1119)  1.95109

En la Figura 2 vemos que la funcién de restriccién se
cumple z(x,8)<=0 en todo el Area de control.
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Figura 2. Funcion z(x,s) en el punto 6ptimo (0,0.3552,0.1119) para el caso no lineal.

El punto 6ptimo x,,= (0.0,0.3552, 0.1119) nos in‘dica} que
para cumplir con los estandares propuestos en el ejercicio y
obtener el costo minimo hay reducir en 35.52% la emision de
los contaminantes en la segunda planta quimica y en 11.19%
las emisiones en el tercer fu%gf de contaminacién.
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Biosorcion de metales pesados mediante
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Abstract

Microorganisms are known to remove heavy metal ions from
water and their utilization as biosorbents for heavy metal re-
moval, offers a potential alternative to the existent methods
for the detoxification and recovery of toxic/precious metals
present in industrial waterwastes. Many yeasts, fungi, al-
gae, bacteria and some aquatic plants have the capacit,y to
concentrate metals from aqueous diluted solutions, and to
accumulate them inside to cell structure. To date, the most
sgccessfull biotechnological processes utilize biosorption and
bioprecipitation, but others processes as binding by specific
macromolecules may have future potential.

Technologies using these processes are currently uses to
control pollutions from diverse sources. In this mvestigation
t}}e term biosorption is used to encompass uptake by Who]e’
biomass (living or dead) way physic-chemical mechanisms
guch as adsorption or ion exchange. Where living biomass
is used, metabolic uptake mechanisms may also contribute
to the process. Mention is made about systems that employ
a mixture of microorganisms as well as higher plants.

Key wor.ds: Biomass, heavy metal, biosorption, bioprecipi-
tation, microbial removal.

Resumen

La utilizacién de microorganismos como biosorbentes de
metales pesados, ofrece una alternativa potencial a los mé-
todos ya existentes para la detoxificacion y recuperacion de
metales téxicos o valiosos, presentes en aguas residuales
industriales.

Muchas levaduras, hongos, algas, bacterias y macrobiota
acudtica tienen la capacidad de concentrar metales a partir
de soluciones acuosas diluidas y de acumularlas dentro de
la estructura celular microbiana. Actualmente los proce-
sos biotecnoldgicos mas eficientes utilizan la biosorcién y
la bioprecipitacién, pero otros procesos tales como la uniéon
a macromoléculas especificas pueden tener un potencial de
remocion en el futuro.

Las tecnologias que utilizan estos procesos se usan ge-
neralmente para el control de la contaminacién de diversas
fuentes. En esta investigacion el término biosorcion se em-
plea para la utilizacién de la biomasa total (viva o muerta),
mediante mecanismos fisicoquimicos tales como la adsorciéon
y el intercambio i6nico. El mecanismo de utilizacién meta-
bélica se usa cuando se utiliza la biomasa viva. Asi mismo
se mencionan sistemas que emplean mezclas de microorga-
nismos asi como plantas superiores.

Palabras clave: biomasa, metales pesados, biosorcidn,
bioprecipitacion, remocién microbiana.

Introduccion

Los avances en la ciencia y la tecnologia desde la revolucién
industrial, han aumentado la capacidad del ser humano para
explotar los recursos naturales. Sin embargo esto ha genera-
do perturbaciones en los ciclos biogeoquimicos elementales.
La introduccién repentina de compuestos quimicos xeno-
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bibticos o la reubicacién masiva de materiales naturales en
diferentes comportamientos ambientales, con frecuencia
pueden interrumpir la capacidad de autolimpieza de los
ecosistemas receptores y por lo tanto dar como resultado
la acumulacién de contaminantes a niveles problematicos
y hasta perjudiciales. Se hace necesario acelerar la elimi-
nacién de los contaminantes para remediar los problemas
existentes y disminuir el impacto de incidentes futuros me-
diante el control del ingreso de contaminantes.

Estos contaminantes se descargan en la atmésfera y en
los ambientes acuaticos y terrestres, principalmente como
solutos o particulas y pueden alcanzar concentraciones ele-
vadas, especialmente cerca del sitio de descarga. Los efectos
de los metales sobre el funcionamiento de los ecosistemas
varian considerablemente y son de importancia econémica y
de salud publica. Entre los mecanismos moleculares que de-
terminan la toxicidad de los metales pesados se encuentran,
1. Eldesplazamiento de iones met4licos esenciales de biomo-
léculas y bloqueo de sus grupos funcionales. 2. Modificacién
de la conformacién activa de biomoléculas, especialmente
enzimas. 3. Ruptura de la integridad de las biomoléculas
y 4. Modificacién de otros agentes bioldgicamente activos.

Debido a su movilidad en los ecosistemas acuaticos natu-
rales y su toxicidad para las formas superiores de vida, los
lones de metales pesados presentes en los abastecimientos
de aguas superficiales y subterraneos, se les ha dado prio-
ridad como los contaminantes Inorganicos mas importantes
en el ambiente. Adn cuando se encuentren presentes en
cantidades bajas e indetectables.?

Los avances tecnolégicos para el tratamiento de la conta-
minacién por metales téxicos consisten en el uso selectivo
y en el mejoramiento de procesos naturales para el trata-
miento de residuos particulares. Los procesos por los cuales
los organismos interacttan con los metales toxicos son muy
diversos (Figura 1) Existen en la préctica tres categorias
generales de procesos biotecnolégicos para el tratamiento de

Acciones metabdlicas celulares

- }
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Reacciones extracelulares Seescilbme: Redu
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Figura 1. Procesos que colntri-
buyen a la captacion microbiana
y destoxificacion de metales.
(Adaptacion de la autora, basada

en Gadd)

residuos liquidos que contienen metales toxicos: la bu?scg"-

cién; la precipitacion extracelular y la captacion a 'treltves e
I

biopolimeros purificados y de otras moléculas especializadas,
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derivadas de células microbianas.

Metodologia

El término “Biosorcién” se utiliza para referirse a la capta-
cién de metales que lleva a cabo la biomasa microbiana esco-




gida, viva o muerta, a través de mecanismos fisicoquimicos
como la adsorcién o el intercambio iénico. Cuando se utiliza
biomasa viva, los mecanismos metabdlicos de captacién tam-
bién pueden contribuir en el proceso.(Tabla 1).(Figura 2)

Tabla 1. Comparacién de Biosorcién de metales pesados por células inertes o células

vivas.

Adsorcion mediante biomasa
inerte inmovilizada

de nulrientes, ni productos metabdlicos.
2. Los procesos no estan sujetos a limitaciones

3. Laseleccion de la técnica de inmovilizacion
no estd influenciada por limitaciones de

4. Son muy rapidos y eficientes en la remocién
un intercambiador de iones.

5. 5. Los metales pueden ser liberados 5
facilimente y luego recuperados.

biolégicas. 2

toxicidad o inactivacion térmica. 3

de metales, la biomasa se comporta como 4,

Tratamiento con células vivas
inmovilizadas

Ventajas
1. No necesita de nutrientes o de disposicisn 1:

Aunque cada célula puede llegar a
salurarse, el sistema se auto-restablece
debido al crecimiento.

Los metales se depositan en un estado
quimico alterado y menos sensible a la
desorcion espontanea.

La actividad puede utilizar sistemas
multienziméaticos,

Se pueden mejorar las cepas por medio de
seleccion o por manipulacién genética,.

. Se puede emplear dos 0 mas organismos de

una manera sinérgica,

. El crecimiento microbiano puede ser

controlado, bien sea por agitacion o
aireacion

La biomasa microbiana puede ser usad‘?t en su estado
natural o modificada, por ejemplo por medio de un trata-

. S : S
miento alcalino, para mejorar la eficiencia de biosorcion.

i ' reulans se trata con alcali para
La biomasa de Bacillus circu : .
potenciar su accién. (Tabla 2) (Figura3). O la biomasa puede

i ilizada (Figura 4)
?aetﬁalg Iéilgrﬁsa de uso(potencial como biosorbente de metales pesados.
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+  Saccharomyces boulardii ( Industrias de Probiéticos)
Penicillium notatum (industria de antibidticos)

+  Rhizopus oryzae ( industria alimentaria)' .

«  Aspergilluss niger (industria de acido citrico y enzimas)
Bacillus circulans. (industria de aminaégidos)

+  Streptomyces spp. (industria farmacéutica)

| + Lodos activados. PTAR

+ Biomasa de desecho industrial:cafia de azucar.

+ Biocompost

+ Spirulina

k + Chlorella
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Figura 3. Procesos que utilizan biorreactores con biomasa_iqeﬂe para disminuir la
contaminacin por metales toxicos. Bioproceso en lecho fluidizado.
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El desarrollo potencial de los sistemas microbianos para
la recuperacion de metales, depende de muchos factores
que incluyen la capacidad, eficiencia y selectividad del bio-
sorbente, su facilidad de recuperacion, su equivalencia con
los tratamientos fisicos y quimicos actualmente en uso, asi

P

como su economia y tolerancia en contra de interferencias
de otros componentes de los efluentes o de las condiciones
de operacién. Se ha sugerido que para poder competir con
las tecnologias existentes, las eficiencias de remocion tienen
que ser >99% y sus capacidades de carga deben ser >15
mg/gln

Existe una amplia variedad de mecanismos que pueden
estar involucrados en la acumulacién microbiana de meta-
les pesados y sin duda ciertos tipos de biomasa o productos
derivados de ella, tienen gran capacidad y pueden actuar
como agentes altamente eficientes para la eliminacién de
metales; las seleccion de las cepas microbianas y el lugar
de aislamiento son sin duda dos factores decisivos en la
eficiencia del bioproceso*

La selectividad constituye un problema para muchos
sistemas de blosorcién de metales, pero ésta puede dismi-
nuirse dependiendo de las concentraciones relativas de los
diferentes metales presentes. Ademaés se puede alcanzar
un cierto grado de selectividad a través de una seleccion de
cepas microbianas aisladas’? 71011,

Tanto la biomasa viva como la muerta y sus productos de-
rivados o excretados pueden acumular metales. La Biomasa
de células vivas tiene posibilidades en procesos comerciales
y la biomasa microbiana procedente de lodos activos parece
ser un sistema eficiente y de féacil disponibilidad, derivada
de los biotratamientos de aguas residuales.

Se enfatiza en la produccién de metalotioninas, en la
acumulacién de metales particulados, en la precipitacién
extracelular y en la formacién de complejos procesos bio-
quimicos que llevan a cabo biomasa de células vivas. El
proceso de biorecuperacion de contaminantes a partir de
biomasa viva puede ser dificil no solo a causa de los metales
pesados, sino también debido a las condiciones ambientales
del Bioproceso como la temperatura, el pH y las concentra-
ciones y tipo de metales. Para facilitar los métodos se debe
proceder con procesos iniciales de adaptacién de la biomasa
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a diferentes concentraciones de los metales a recuperar o a
descontaminar. Se debe tener en cuenta ademés el efecto de
la aireacién y de la agitacion,’®

Parece ser que el uso de biomasa muerta tiene ventajas
sobre las células vivas: no es necesario adicionar nutrientes,
resulta inmune a la toxicidad o a condiciones de operacién
adversas, las recuperacién de los metales es més facil por
medio de tratamientos que permiten la regeneracién de la
biomasa y la propia biomasa puede obtenerse de manera
mas econdémica, como un producto industrial de desecho.
Para algunos tipos de biomasa y elementos como el uranio
y el torio, la eliminacién parece ser completamente por un
proceso de biosorcién independiente del metabolismo.**

Cuando se trata de la recuperacion de metales valiosos,
el consenso general es utilizar preparaciones de células
microbianas inmovilizadas vivas o muertas o en forma de
copos 0 masas, 112

Cuando no se trata de elementos valiosos, en donde no
resulta de interés su recuperacion, la biomasa contaminada
resulta un problema; por lo tanto cualquier proceso deberd
producir volimenes bajos y residuos que se puedan reutili-
zar en procesos de reciclaje al incorporarlos de nuevo a su
ciclo de vida.*
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Resumen

El presente trabajo se centra en la caracterizacion quimica
de los componentes del bagazo de cana, del residuo fibroso de
la palma africana y de la yuca con materia prima potencial
para la produccién de etanol carburante por via biotecno-
logica. Los residuos amildceos y lignocelulésicos sefialados
fueron seleccionados de acuerdo con la disponibilidad y
abundancia dentro de las empresas agroindustriales de la
region analizadas.

En el proceso de la obtencion de aceite de palma se gene-
ran 0.7 toneladas de residuo por tonelada de fruto de palma
procesada, generando unas 370.000 toneladas por afio de
residuo fibroso potenciales para el tratamiento a alcohol
carburante, igualmente por cada tonelada de azicar que se
obtiene de la caiia se derivan 5 toneladas de bagazo, con un
alto potencial para la conversién, via quimica y microbiolégi-
ca a etanol. En relacién con la yuca se encontré un potencial
de 100.000 toneladas de residuo amilaceo por afio para con-
version a alcohol carburante, de acuerdo con los resultados
obtenidos del andlisis del contenido de almidén en la yuca
que esta del orden del 80%, se pueden obtener unos 240.000
metros cubicos de etanol, resultando ser el residuo con mayor
posibilidad de conversién a alcohol carburante.

Se encontro que los residuos fibrosos de la palma africana,




poseer un alto contenido de lignina, que es la que dificulta la
fase de hidrélisis para la obtencién de azicares fermentables.
Mientras que el bagazo de caia de azticar por su composicién
quimica, buen porcentaje de celulosa, hemicelulosa y baja
en lignina, resulta ser un precursor ideal para la obtencién
de hidrolizados de polisacaridos.

Palabras claves:

Bioetanol, etanol, residuo lignocelulésico y amildceo, bio-
combustibles, almidén de yuca, fermentacién etandlica,
hidrélisis enzimética.

Introduccion

El etanol carburante se conoce hoy en dia como un com-
bustible renovable por su procedencia agricola y tiene un
gran valor desde el punto de vista ambiental. El proceso de
transformacién parte de la elaboracién de una biomasa, tér-
mino que se define como toda la materia orgénica de origen
vegetal o animal, incluyendo los materiales procedentes de
su transformacién natural o artificial.

El etanol carburante disminuye la contaminacién produ-
cida por los automéviles, especialmente los gases de efecto
invernadero, responsables del calentamiento de la tierra. El
proyecto, evitara la emisién en Colombia de seis millones de
toneladas al afio de Biéxido de Carbono o C02.

En términos generales, los alcoholes como carburantes
son menos contaminantes, no s6lo en las emisiones que sur-
gen del vehiculo, sino también en todo el ciclo, desde cuando
son producidos hasta cuando son quemados.

El uso del etanol trae beneficios ecologicos, econdmicos y
sociales, por lo tanto es importante desarrollar tecnologias
para una produccién que permita satisfacer la demanda a
precios accesibles. Por todo lo anterior, es necesario tener
herramientas y criterios que le permitan a nuestro pais
tomar las decisiones adecuadas y planear una estrategia

gue asegure el desarrollo, la autonomia y el equilibrio con
el medio ambiente.

El gobierno colombiano consciente de este aspecto, elabord
la Ley 693 de 2001 (septiembre 19) por la cual se dictan nor-
mas sobre el uso de alcoholes carburantes, se crean estimulos
para su produccion, comercializaciéon y consumo, y se dictan
otras disposiciones. Dicha Ley reza asi en su articulo prime-
ro: “A partir de la vigencia de la presente ley, las gasolinas
que se utilicen en el pais en los centros urbanos de mas de
500.000 habitantes tendran que contener componentes oxi-
genados tales como alcoholes carburantes, en la cantidad y
calidad que establezca el Ministerio de Minas y Energia, de
acuerdo con la reglamentacién sobre control de emisiones
derivadas del uso de estos combustibles y los requerimientos
de saneamiento ambiental que establezca el Ministerio del
Medio Ambiente para cada regién del pais”.

El etanol se puede producir a partir de 3 principales ti-
pos de materias primas: Materias ricas en sacarosa como la
cafia de azlcar, la melaza y el sorgo dulce. Materias ricas en
almidén como los cereales (maiz, trigo y cebada, entre otros)
y los tubérculos como la yuca, camote, papa, malanga, etc.
Materias ricas en celulosa como la madera y los residuos
agricolas como en nuestro caso bagazo de cafia y residuo
fibroso de la palma africana.

Desde el punto de vista técnico, la cana de azicar es una
de las materias primas més atractivas. Lo anterior se debe
a que los azlicares que contiene se encuentran en una forma
simple de carbohidratos fermentables. No obstante, avances
en pretratamiento quimico de desechos celuldsicos, ligno-
celuldsicos y amilaceos para la conversion biolégica de las
moléculas resultantes (tales como azuicares) son el objetivo
principal para reduccion de costos.

En Colombia existen amplias extensiones de tierra que
en la actualidad se usan para el cultivo de cafia de azuecar,
pero que se destina a la fabricacién de panela, producto de
bajo valor agregado y poca rentabilidad para la poblacién
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campesina que deriva su sustento de este producto. Con
la produccién de etanol carburante se agregaria valor al
producto final mejorando los ingresos de los trabajadores
involucrados en la cadena.

En nuestro pais se proyecta toda una industria alre-
dedor del jugo azucarado de la cafia de azticar que busca
construir doce plantas industriales o biorefinerias de alta
tecnologia en el pais, que producirian 2,5 millones de litros
por dia de etanol anhidro, para mezclarlo al nivel del 10
por ciento en volumen con las gasolinas. De esta forma se
requeririan cerca de 150.000 hectdreas de cafia de azucar, lo
que significa la generacién de alrededor de 170.000 empleos
permanentes entre directos e indirectos, principalmente de
campesinos. Las zonas agroindustriales estarian ubicadas
en la Costa Norte, Antioquia, Santanderes, Boyacd, Cun-
dinamarca, Valle del Cauca, Eje Cafetero, Hulla, Narifio,
Llanos Orientales y Putumayo, y en general el Piedemonte
de nuestras cordilleras.

Alrededor de las zonas de cultivo de cafia de azlcar, se
construiran las biorrefinerias donde se produciria el alcohol
antes de transportarlo a las plantas de abasto cercanas a
los principales centros de consumo o ciudades capitales y
menores. Alli se mezclar4 el etanol con la gasolina antes de
llevarla en carrotanques a las estaciones de servicio.

El empleo del etanol es una alternativa que permitird
disminuir y sustituir la utilizacién de derivados del petréleo
como energéticos.

De acuerdo con lo anterior, la atencién del gobierno fun-
damentalmente estd centrada en la produccién de etanol
a partir de azdcares simples, nuestra investigacién busca
generar informacién acerca de la utilizacién de azicares
complejos, para la bioproduccién de etanol, como lo son los
almidones, las celulosas, hemicelulosas y ligninas de resi-
duos agroindustriales existentes en la regién.

La industrializacién de la produccién de etanol a partir de
residuos amilaceos y lignocelulésicos traera como consecuen-

cia la apertura de nuevas fuentes de trabajo, tanto en las ins-
talaciones del proceso como en las zonas de cultivo. Ademas
en la produccién de etanol a partir de residuos amildceos, se
pueden obtener productos intermedios elaborados durante
el bioproceso tales como proteina unicelular, glucosa libre y
preparados de actividad enzimética comprobada, los cuales
constituyen compuestos de alto valor anadido, también los
residuos no hidrolizables (de yuca o de sustancias amildceas),
que pueden utilizarse como alimentos balanceados y materia
prima para la produccién de biogés.

Para tal fin se han planteado los siguientes objetivos,
separados en dos fases:

FASE 1.

-Seleccionar e identificar las principales industrias agroin-
dustriales y alimenticias que generan residuos amildceos y
lignoceluldsicos existentes en la region.

-Caracterizar fisicoquimicamente los residuos amil4ceos
y lignocelulésicos de tres empresas agroindustriales pre-
viamente seleccionadas, mediante técnicas analiticas de
aislamiento y cuantificacién de la celulosa, hemicelulosa,
lignina y demas extractivos como lo son; el contenido de
proteina, grasa, carbohidratos solubles y el contenido total
de sales presente.

FASE 2.

-Evaluar las diferentes técnicas de hidrolisis para convertir
el almidén, la hemicelulosa y celulosas obtenidas hasta la
forma de azicares reductores fermentables.

-Disefniar, evaluar y poner en marcha un biorreator para
la fermentacion anaerdbica de los aztcares a etanol.




METODOLOGIA

Para la realizacién del primer objetivo se hizo un estudio
detallado de las industrias agropecuarias y de alimentos
que son fuentes potenciales de generacién de residuos ami-
laceos y lignocelulésicos, acudiendo las fuentes bibliografi-
cas nacionales e internacionales bajo los criterios de precio,
origen y dlSpOIllblhdad abundancia, produccién, toxicidad,
potencial de conversién ¥y pretratamiento de los potenmales
residuos.

También se realizaron visitas de campo a las industrias
agropecuarias y de alimentos para recoger datos directa-
mente de la fuente.

Se seleccionaron y visitaron las siguientes industrias
representativas de la region:

MOLINO DE ORIENTE S.A.

SALSAMENTARIA SANTANDER LTDA. SALSAN LIMITADA
GAVASSA & CIA. LTDA.

TOSTADORA DE CAFE BON-AMI LIMITADA

INDAGRO LIMITADA

ICOPAN LIMITADA

AVIMOL S.A.

MOLINOS SAN MIGUEL LTDA.

CARNES Y SALSAMENTARIA BAVIERA LTDA.

INDUSTRIA HARINERA DE SANTANDER LIMITADA

COMERCIALIZADORA INTERNACIONAL SANTANDEREANA DE ACEITES
S.A.

NEO FRUT LTDA
PIPE'S PRODUCTOS ALIMENTICIOS LIMITADA

PROCESAMIENTO, TRILLA Y COMERCIALIZACION DE ARROZ Y
SUBPRODUCTOS DEL ARROZ.

Las industrias sefialadas no cumplieron con el perfil en
cuanto a calidad, abundancia y disponibilidad de residuos
amilaceos y lignoceluldsicos..

Se procedié por tanto a buscar aquellas industrias que
por sus antecedentes se sabia que son potenciales generado-
ras de residuos amilaceos y/o lignoceluldsicos: Las industrias
agroindustriales fueron: La Industria de la Palma Africana, la
Industria de la Cafia de Aztcar y 1a Industria de La Yuca.

Se realizé una visita y toma de muestras de residuos a
Palmas Oleaginosas Bucarelia en Puerto Wilches, donde se
tomaron muestras de residuo fibroso de la palma africana.

Se obtuvieron muestras de Residuos de Bagazo Cana en la
region de la Hoya del Rio Suarez, especificamente de Oiba.

Se recolectaron muestras de Yuca, de variedad tipica de la
Plaza de mercado Central para un andlisis bromatolédgico.

Se realizd un estudio del Estado del Arte de la Palma
Africana, L.a Cana de Azicar y de la Yuca en cuanto a
su origen, taxonomia, condiciones de cultivo, composicién
quimica, produccién, comercializaciéon y principales usos
industriales.

La caracterizacion fisicoquimica de los diferentes residuos
amilaceos y lignocelulésicos se realizaron teniendo en cuenta
los componentes fundamentales de un alimento y/o forraje o
tejido vegetal, como se muestra en la figura siguiente:
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FIGURA 1. Componentes de los alimentos y del material vegetal objeto

de estudio.

Determinaciéon de nitrégeno y proteina La deter-
minacién de nitrégeno total se realizara por el método de
Kjeldalh, el contenido de proteina resulta de multiplicar el
nitrégeno total por 6.25 (Association of Official Analytical
Chemists, A.O.A.C., 1980.)

Determinacion de grasas. La determinacion de gra-
sas se realizara por el Método de 7056 de la Association of
Official Analytical Chemists, A.0.A.C., 1980.

Determinacion de carbohidratos . La determinacién
de carbohidratos se realizara por el Método sugerido por
Whistler Roy L. en Methods in Carbohidrate Chemistry Vol.
IV. Los carbohidratos resultan de restarle al total los por-
centajes de fibra, humedad, cenizas, grasas y proteinas.

Determinacion de Fibra Detergente Neutra . El ana-
lisis de Fibra Detergente Neutra (FDN) abarca a todos los
componentes de la pared celular (celulosa, hemicelulosa, y
lignina). La determinacién de FDN se realizo6 por el Método
de 7061 de la Association of Official Analytical Chemists,
A.0.A.C., 1980.

Determinacion de la Fibra Detergente Acida (FDA):
Corresponde a la pared celular del tejido vegetal, me-
nos la hemicelulosa, la FDA representa el porcentaje
de celulosa mas la lignina. La determinacién de FDA
se realizé por el Método de 7069 de la Association of
Official Analytical Chemists, A.0.A.C., 1980.

Determinacién de la Lignina detergente acida (LDA):
Compuesto indigestible que reduce la disponibilidad de la
celulosa y hemicelulosa. La LDA, representa el porcentaje
de lignina en el tejido vegetal. La determinacién de LDA se
realiz6 por el Método de 7072 de la Association of Official
Analytical Chemists, A.O.A.C., 1980. La hemicelulosa se
calcula por diferencia considerando los valores de la FDN,
FDA y la LDA.

Determinacion del Extracto No Nitrogenado ENN:
Se encuentran en el contenido celular y se pueden dividir en:
a) aztcares simples y sus conjugados activos para el meta-




bolismo intermedio (glucosa, fructosanos) y b) sustancias de
reservas (almidon, sacarosa). Su determinacién Normalmen-
te se saca por diferencia segin la siguiente ecuacién: ENN=
100 — (FDN + Proteina + Grasa + Cenizas).

Determinacion Humedad y Cenizas La determinacién
de humedad y cenizas se realizara por los Métodos 7003
y 7009 de la Association of Official Analytical Chemists,
A0.AC., 1980.

Determinacién de la relaciéon NPK. (Nitrégeno,
Fosforo y Potasio) Segiin Metodologia recomendada por
el Instituto Geografico Agustin Codazzi. Métodos Analiti-
cos del laboratorio de Suelos y Standard Methods 4500-N,
4500-P, 3500K.

Aislamiento del almidon. La extraccién del almidén
de la yuca se realizaré de acuerdo a los siguientes pasos:
(Wistler, R. 64),

-Lavado: Con el fin de retirar tierra y otras impurezas .

- Rallado: Se hace con el fin de desintegrar las células
para dejar libre el almidén.

- Tamizado: Que consiste en colar la pulpa que ya ha
sido rallada, lavandola con agua abundante, para separar
el almidén de la fibra 10 mL H,O/g, el tamiz corresponde a
un tamano de grano de 0.1 mm.

El almidén es arrastrado por el agua a través del tamiz y
la fibra permanece en éste, con la cual se logra separarlo.

-Sedimentado: Consiste en decantar la lechada que sale
del tamiz para separar los granulos del agua. También sirve
para retirar de los granulos de almidén particulas de fibra
y otros materiales indeseables, los cuales se separan por
decantacion.

-Secado: Tanto el almidén como la fibra se secan en una
estufa a 40°C de temperatura y durante 24 horas.

Determinacién de Amilosa y Amilopectina La deter-
minacién de amilosa y amilopectina se realiza por el Método
sugerido por Lilo B y Gilbert M. en Methods in Carbohidrate
Chemistry. La amilosa es separada del almidén mediante

r

fraccionamiento con 1-butanol donde se precipita por centri-
fugacién a 3000 rpm por 15min. La fraccién de amilopectina
gel es lavada y centrifugada varias veces con NaCl al 1%.

Resultados

Tabla 1. Analisis bromatolégico basico del bagazo de cafia, como
potencial para la produccién de etanol

*Los porcentajes estan expresados en base seca.

PARAMETRO
Humedad Proteina | Grasa Fibra | Ceniza | E.N.N. Va'lcfr
Total o o o 9% o Calérico
MUESTRA DE o, o o o o Kcall100g
BAGAZO DE
CANA
210.0
MUESTRA N°1 70.3 10.5 4.4 48.0 5.0 321
) 203.8
MUESTRAN 63.2 9.6 22 46.9 4.9 364
50.2
MUESTRA N°3 65.3 8.5 3.2 54 32.7 193.6
PROMEDIO
66.2 9.5 3.2 48.4 5.1 35.2 202.5
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Tabla 2. Analisis bromatolégico basico del residuo fibroso de la palma

africana, como potencial para la produccion de etanol

Tabla 3. Andlisis bromatologico basico de la yuca raiz sin cascara, como
potencial para la produccion de etanol

PARAMETRO
H dad Valor
u.;:gfala Proteina | Grasa Fibra | Ceniza | E.N.N. | Caldrico
MUESTRA o % % % % % Kcal/
DE RESIDUO ’ 100g
FIBROSO
45.0
MUESTRA N°1 6.2 14.5 25.0 4.0 11.5 329.0
MUESTRA N°2 4
10.5 18.0 52.0 74 124 253.6
MUESTRA N°3 5.7 9.8 16.4 50.4 7.8 15.6 249.2
PROMEDIO
5.8 11.6 19.8 491 6.3 13.2 2773

PARAMETRO
Valor
Hugf;ad Proteina | Grasa Fibra Ceniza | E.N.N. | Calérico
MUESTRA DE o % % % % % Kcal/
YUCA RAIZ SIN £ 100g
CASCARA
87.5
MUESTRA N°1 64.8 0.80 0.22 0.92 0.91 355.2
MUESTRA N°2 Sl
0.72 0.18 0.71 0.85 86.8 351.7
68.2 1.23
MUESTRA N°3 0.92 0.27 0.94 85.4 347.7
PROMEDIO
65.5 0.81 0.22 0.95 0.90 86.5 351.5




'T Tabla 4. Promedios del analisis bromatoldgico basico del bagazo de cafia,
de la yuca raiz sin cascara y del residuo fibroso de la palma africana como
| potenciales para la produccion de etanol

‘

PARAMETRO
Valor
Humedad
Proteina | Grasa | Fibra | Ceniza | E.N.N. | Calérico
Total
% % % % % Kcall
%
100g
MUESTRA
BAGAZO DE CANA 66.2 9.5 3.2 48.4 5.1 35.2 202.5
YUCA, RAIZ SIN
65.5 0.81 0.22 0.95 0.90 88.5 351.5
CASCARA
RESIDUO FIBROSO
58 11.6 19.8 491 6.3 13.2 277.3
DE LA PALMA

Tabla 5. Anélisis de almidon, celulosa, hemicelulosa y lignina del bagazo
de cafia, de la yuca raiz sin cascara y del residuo fibroso de la palma
africana como potenciales para la produccion de etanol

PARAMETRO
Almidén Celulosa Hemicelulosa Lignina
% % % %

MUESTRA
BAGAZO DE CANA 23 38.5 34.4 5.0
YUCA, RAIZ SIN

84.0 2.8 0.80 0.12
CASCARA
RESIDUO FIBROSO 25.0

0.10 445 28.0
DE LA PALMA

Analisis de resultados

El analisis bromatolégico del bagazo de la cana de azicar
muestra porcentajes de fibra y carbohidratos solubles (ENN)
importantes para nuestro propésito de producir etanol via
fermentacion de los azucares reductores obtenidos previa
hidrélisis de los polisaciridos del bagazo, los altos contenidos
de proteina y cenizas, en promedio 9.5 y 5.1 respectivamente,
presuponen buena fuente de nitrégeno y sales, fundamen-
tales en los procesos de transformacién de los azdcares a
etanol por via microbiana.

El porcentaje promedio de carbohidratos solubles de las
muestras de bagazo analizadas son significativamente altos,
lo que lo hace atin mas atractivo como precursor de etanol.

La fibra total del bagazo, que esta distribuida en los por-
centajes de celulosa, hemicelulosa y lignina, muestran va-




lores significativos para la celulosa y hemicelulosa y valores
bajos en lignina, lo cual indica que la posibilidad de hidrélisis
es alta, como es bien sabido cuando se tienen porcentajes
altos de lignina las hidrolisis son muy dificiles.

En relacién con el residuo fibroso de la palma africana,
se encontraron altos contenidos de proteina grasa y fibra, lo
que en principio es bueno como precurso de hidrolizados de
carbohidratos, pero al discriminar la fibra, se encontrd con
porcentajes muy altos de lignina lo que indica un alto grado
de dificultad hidrolitica, la lignina eclipsa o interfiere en la
hidrolisis de la celulosa y hemicelulosa.

Los resultados del analisis de la yuca raiz sin cascara,
nos muestra alto contenido de carbohidratos, diferentes a
los carbohidratos de la fibra, representados por la ENN (Ex-
tracto No Nitrogenado = almidén, pectina y otros aztcares)
que fue del orden del 86.5 en promedio, representado fun-
damentalmente por el porcentaje de almidon, para nuestros
propoésitos nos resulta significativamente importante, toda
vez que, el ENN es de facil fraccionamiento hidrolitico, ge-
nerando asi concentraciones altas de azlcares reductores
totales con alto potencial de conversiéon a etanol por accidn
de las levaduras especializadas para tal efecto.

Conclusiones

-De acuerdo con el estudio preliminar, las empresas de la
region, es decir, de Bucaramanga y su area metropolitana no
poseen residuos amildceos y/o lignocelulésicos abundantes
y disponibles para efectos de someterlos a tratamiento para
uso potencial en la produccién de alcohol carburante.

-Las empresas agroindustriales del orden regional y
nacional con residuos amilaceos y/o lignoceluldsicos como
posibles precursores de bioetanol son: La Industria de la
Palma Africana, la Industria de la Cafa de Azidcar y la In-
dustria de La Yuca.

-Por cada tonelada de fruto de palma procesada para
obtener aceite de palma crudo se generan 0.7 toneladas de
residuos, si consideramos la produccién del 2002, segiin Fe-
depalma, de 528.400 toneladas, estamos hablando de unas
370.000 toneladas de residuo fibroso potenciales para el
tratamiento a alcohol carburante.

-Por cada tonelada de azicar que se obtiene de la cana
se derivan 5 toneladas de bagazo, si consideramos la esta-
disticas de Cenicafia de 2 millones de toneladas de aztcar
producidas en el 2002, tenemos entonces alrededor de 10
millones de toneladas de bagazo, igualmente potenciales
para la conversion, via quimica y microbiol6gica a etanol.

-De acuerdo con el Ministerio de Agricultura, Colombia en
el 2001 produjo 2 millones de toneladas de yuca, en 180.000
ha de cultivo, de las cuales se desperdician alrededor del
5%, lo que corresponde a 100.000 toneladas de yuca, con un
valor potencial muy alto para producir etanol.

-De acuerdo con los resultados obtenidos del an4lisis del
contenido de almidén en la yuca que est4 del orden del 80%,
se tienen entonces 80.000 tonelada de almidén que tedrica-
mente se pueden obtener unos 240.000 metros ctibicos de
etanol.

-El residuo fibroso de la palma africana, en principio no
es apto para la produccién de etanol, por poseer un alto con-
tenido de lignina, que es la que dificulta la fase de hidrélisis
para la obtencién de aztcares fermentables.

-Elbagazo de caia de aziicar por su composicién quimica,
buen porcentaje de celulosa, hemicelulosa y baja en lignina,
resulta ser un precursor ideal para la obtencién de hidroli-
zados de polisacaridos.

-Los resultados de la caracterizacién de la yuca muestran
un alto contenido de almidén, que es de facil hidrélisis, si la
comparamos con la hidrélisis de la celulosa o 1a hemicelu-
losa, esto quiere decir, que en la yuca tenemos un potencial
superior para la bioproduccién de etanol.
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Resumen

Se presenta una experiencia demostrativa que permite
cuantificar el corrimiento Doppler de la frecuencia emitida
por una fuente que oscila arménicamente en relacién con un
observador en reposo. La fuente sonora se acopla a un osci-
lador masa-resorte, y se somete a un movimiento oscilatorio
con velocidades mucho menores que la velocidad del sonido
en el medio, esto origina un desplazamiento arménico en la
frecuencia de la sefial sonora. La evolucién temporal de la
frecuencia observada por un receptor en reposo es visuali-
zada en un espectrograma. Se confronta el modelo teérico
con el experimento.

Palabras claves: Efecto Doppler, espectrograma Doppler,
movimiento armonico simple

Abstract

The Doppler effect of a source moving with harmonic simple
motion is present. The emphasis is placed when the source
oscillates with velocity lower than the speed of sound in the
medium. The temporal evolution of the frequency observed
by a receptor staying in rest is displayed in a spectrogram.




Mathematical considerations and experimental results are
given.

Keywords: Doppler effect, Doppler spectrogram, harmonic
simple motion

1. Introduccidéon

.

El efecto Doppler actistico es un fenémeno ondulatorio bien
conocido y se produce debido al movimiento relativo entre
una fuente sonora y un observador. El efecto Doppler, tam-
bién llamado corrimiento Doppler, se caracteriza por el
cambio de la frecuencia observada respecto a la frecuencia
emitida por la fuente sonora.

Clasicamente el estudio del efecto Doppler en ondas
elasticas y en ondas electromagnéticas, toma parte de los
cursos de fisica general para estudiantes de ciencias basicas,
ingenieria y ciencias de la salud; a pesar de su importancia
en la comprensién y manejo de diversos dispositivos tecno-
logicos, por ejemplo, las herramientas de inspeccién ultra-
sonografica médica e industrial y los instrumentos para la
medicién de velocidades, el énfasis experimental en estos
cursos, reside en las demostraciones cualitativas y muy
pocas cuantitativas.

Generalmente el equipo bésico para las demostraciones
cuantitativas del efecto Doppler requiere transductores ul-
trasénicos, tanto para la emisién como para la recepcién de
la sefial™l, sin embargo, recientemente algunas experiencias
de caracter didéctico para ilustrar el corrimiento Doppler,
con relativo bajo costo y facilidad de implementacion han
sido propuestas empleando transductores en el rango de las
ondas sonoras (audibles)®3.

En este trabajo se propone una experiencia demostrativa,
que permite la determinacién cuantitativa del corrimiento
Doppler de la frecuencia emitida por una fuente sonora
que se mueve con movimiento arménico simple (M.A.S).

Inicialmente se hacen las consideraciones teéricas del
procedimiento propuesto, enseguida se describe el montaje
experimental; posteriormente se consideran aspectos basicos
de un espectrograma Doppler y finalmente se presentan los
resultados y conclusiones.

2. Marco Teorico

Un receptor en reposo, relativo al medio de propagacién de
una onda sonora, observa en su marco de referencia, una
frecuencia mayor que la frecuencia emitida por una fuente,
cuando ésta se acerca hacia él; contrariamente la frecuencia
observada en el marco del receptor, es menor que la frecuen-
cia de la fuente si ésta se aleja del receptor.

En la figura 1.a se muestran los frentes de onda en el
marco de referencia de la fuente. En la figura 1.b, se pre-
sentan los frentes de onda en el marco de referencia de un

observador en reposo. Un receptor delante de la fuente, S

A

, observa un acortamiento en la longitud de onda, ", es
decir un incremento en la frecuencia en comparacién con
la frecuencia de la fuente. Un receptor atras de la fuente
registra un alargamiento en la longitud de onda o de manera
equivalente una disminucién en la frecuencia.

La frecuencia observada, fv, en el marco de referencia

del receptor, cuando la fuente con frecuencia f* , 8e mueve

sobre la linea que los une con una velocidad Vs estd dada
por la expresion

u (1)




|

donde Y , esla velocidad del sonido en el medio'. El signo
(+) en la ecuacién (1), se utiliza en el caso de alejamiento
de la fuente con relacion al recéptor y el signo (-) en caso de
acercamiento.

Si la fuente sonora presenta un movimiento armoénico
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T

simple (M.A.S), con periodo T | frecuencia angular,

y con amplitud constante, Y ; se puede mostrar que su ve-
locidad variara arménicamente con el tiempo

v, ()= odcos(of + ¢) @)

en la ecuacién anterior ? es la fase inicial o constante

de fase.
TN
e g

R

7N

(a) (b)

Figura 1. Propagacion de una onda sonora a partir de una fuente (a) en reposo
y (b) con velocidad constante

Remplazando Vs en la ecuacién (1), se tiene para la fre-
cuencia observada,

T

PR -
(I-k A cos(ot + (p))
u

(3)

Cuando la mdxima velocidad alcanzada por la fuente

sonora con un M. A.S, V max :mA, es mucho menor que la
velocidad del sonido en el medio. La expresién (3) puede
desarrollarse en serie y aproximarse hasta el término lineal,
mediante

.y [1_ @A cos(ot + (p)]

4 4)

con Md<<u Ep esta aproximacion, la ecuacién (4) mues-
tra un corrimiento Doppler Af armonico y proporcional a la

frecuencia real emitida por la fuente sonora, 7 .

aAdcos(0f + )

M =f~f.=]

con X<<u (5)

3. Descripcion del montaje

La fuente sonora empleada en la experiencia, consta de un
tweeter piezoeléctrico, con un rango de emisién de frecuen-
cias entre los 5 kHz - 20 kHz acoplado a un generador de
sefiales. La fuente se suspende de un resorte de constante
de fuerza k£ de 32.6+ 0.4 N/m . La masa, m , que oscila es
200 + 0.1g (ver figura 2).




El sistema masa-resorte proporciona un movimiento ar-
monico simple a la fuente, respecto al marco de referencia

T=2n ‘/E =0.5

del receptor, con un periodo k s, y frecuencia
angular “ =12.5 s1. Elreceptor es un micréfono con ancho
de banda entre (100 Hz y 12kHz) y permite el registro de
la senal sonora en formato digital mediante una tarjeta de
sonido y un ordenador.

El sonido es digitalizado a una rata de 22.050 Hz , codifi-
cado a 8 bytes y posteriormente procesado numéricamente
mediante el software Matlab 6.10.

(O]

I esorte

Ba
Fuente sonora A N
-,
=
—e Procesamiento de la sefial e¢nun

Receptor ordenador.

Figura 2. Equipo para determinar el corrimiento Doppler de una fuente sonora
que se mueve con movimiento armonico simple.

4. Espectrograma

Un espectrograma 6 diagrama tiempo-frecuencia, resulta
util para visualizar la evolucion temporal del corrimiento
Doppler de la frecuencia emitida por la fuente sonora al
someterse a un movimiento arménico simple.

El espectrograma es un arreglo matricial, con columnas
constituidas por la magnitud de la transformada de Fourier
de segmentos de la sefial sonora tomados a intervalos re-
gulares de tiempo. Estos segmentos constituyen vectores
gue pueden traslaparse y sobre los cuales las propiedades

espectrales son aproximadamente estacionarias. En vecto-
res demasiado largos las propiedades espectrales pueden
cambiar significativamente, contrariamente, un segmento
demasiado corto podria no ser representativo para la esti-
macién espectral en un tiempo determinado.

5. Resultados

Inicialmente se observa el maximo corrimiento Doppler,
para diferentes frecuencias comprendidas entre 5.000 Hz y
11.000 Hz (ver figura 3). La fuente sonora se somete a una

oscilacién arménica con amplitud, 4=0.05£0.011, que le

proporciona una velocidad maxima YMax = 04=0.63 ,
mucho menor que la velocidad del sonido en el aire a 24°C.

(4=345m/s), esto permite emplear la ecuacién (5).

La curva de tendencia en la figura 3, indica un aumento
lineal del corrimiento Doppler con la frecuencia emitida por
la fuente, por ejemplo, para una frecuencia cercana a los
10.000 Hz, se presenta un corrimiento aproximado de 18+
2.5 Hz.

'?‘ & =]

maximo desplazamiento doppler (Hz)

o
1

ol . n 1 L ' L
5000 6000 7000 8000 8000 10000 11000
frecuencia emitida (Hz)

Figura 3. Mdximos corrimientos Doppler en funcién de la frecuencia emitida
por la fuente




La frecuencia emitida por la fuente es 9998 Hz y su evo-
lucién temporal debido a las oscilaciones de la fuente se
observa en el espectrograma de la figura (4). La transfor-
mada de Fourier se realiza sobre 4096 muestras de la sefial
sonora, a intervalos de aproximadamente 6 ms de duracion
(128 muestras). El segmento de la sefial es multiplicado por
una ventana de Hanning del mismo tamario; este procedi-
miento es muy comun en la estimacién espectral y aumenta
su precision. )

En la figura (4), se muestra la magnitud de la transfor-
mada de Fourier para valores mayores de 60 db., durante
los primeros 1.5 s de movimiento de la fuente. En la figura
(5) se toman los valores maximos de la transformada de
Fourier para diferentes tiempos, y se comparan con la curva

tedrica, en el limite de Vimax << u, dada por la ecuacién (4).
La curva se ajusta para la mayor cantidad de puntos dentro
del intervalo de incertidumbre de * 2.5 Hz.

frocuencia (Hz)

' ' . \ . . . h
0 02 04 06 0B 1 12 14 1 18
tiempa (3)

Figura 4. Espectrograma, mostrando las

10010 } }
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Figura 5. Comparacion de los valores
componentes espectrales con pesos de la frecuencia observada, tomados
superiores a los 60 db. del espectrograma y valores tedricos.

Una transformada de Fourier de la totalidad de la sefial
sonora emitida por la fuente es mostrada en la figura 6. En
ella se aprecia el ancho espectral para valores superiores
a 70 db y se observa la coincidencia con el desplazamiento
Doppler maximo de = * 18 Hz.

2 i 8

amplitud espectral (dB)

-~
A

7 L . . s
&350 9960 9370 9960 9930 10000 10010 10020 10030 10040
frecuencia (Hz)

Figura 6. Transformada de Fourier de la sefial de la Fuente sonora al moverse
con M.A.S




6. Conclusiones

Se ha presentado una experiencia demostrativa que permite
cuantificar el corrimiento Doppler de la frecuencia de una
sefial sonora emitida por una fuente que se mueve con una
oscilaciéon armonica.

La coincidencia entre el modelo tedrico y los datos obteni-
dos de un espectograma permite validar la experiencia.

En trabajos futuros podria considerarse tanto el trata-
miento de rangos con velocidades cercanas a la velocidad del
sonido, como el cambio en la posicién del receptor.
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Resumen

En la actualidad la dindmica de las empresas ha obligado el
desarrollo de sistemas organizacionales complejos, al cuyo
analisis requiere de modelos conceptuales llamados también
diagramas de flujos, modelos estructurales o modelos
causales. La construccién de Modelos Matemadticos en
Ingenieria de Mercados es de desarrollo reciente. El presente
articulo pretende dar cierta orientacién sobre el uso e
importancia de los Modelos Matemadticos que pueden ser
usados como herramienta en los procesos de toma de
decisiones; es decir mediante la modelacién matemdtica
lograr conocer, entender e interpretar los fenémenos del
Mercado. Fl término de Modelo en el presente trabajo se
refiere a un conjunto de ecuaciones que relaciona variables
y parametros en la descripcién de un proceso o sistema.

Abstract

At the present time the dynamics of the companies has forced
the development of complex organizational systems whose
analysis requires of models conceptual calls diagrams of
flows, structural models or causal models. The construction
of Mathematical Models in Engineering of Markets is of
recent development. The present article seeks to give certain
orientation about the use and importance of the
Mathematical Models that can be used as tool in the
processes of taking of decisions; that is to say through the
modeling to be able to know, to understand and to interpret
the phenomena of the Market. The term model, as used in
this work, is understood to refer to the ensemble of equations
which describe and interrelate the variables and parameters
of process o system. The term modeling in turn refers to the
derivation of appropriate equations that are solved for a set
of system or process variables and parameters.




1. Introducecion

Robert Frost sugirié que un poema es una forma concisa de
expresion que por definicién, no puede traducirse nunca con
suficiente precisién. Kso mismo puede decirse de las
matemadticas: la mejor manera de comprender y apreciar la
belleza de una ecuacién es verla como descripcién del
"mundo". :

Por la complejidad de los problemas de Mercados en la
toma de decisiones el Ingeniero de Mercados no sélo debe
contentarse con una descripcién verbal del objeto o medio
(la cual es muy importante), sino que debe ser capaz de dar
una formulacién matematica del proceso u objeto de estudio,
es decir, describir matemaéticamente los factores esenciales
del proceso y sus interrelaciones. La descripcién verbal se
realiza en términos de relaciones entre las variables
significativas, por ejemplo, el precio, publicidad, tamafio de
mercado, ambiente de competencia, demanda o en términos
de diagramas de flujo. En el proceso de la formulacién del
Modelo Matemético para las variables pertinentes se
postulan relaciones en forma de leyes ("ley de la conservacién
de la energia”, "ley del momentum"), férmulas, teorias, todo
esto es lo que constituye la idealizacién del "mundo real" al
"mundo matematico".

Un modelo se dice que es satisfactorio, si es satisfactorio
para el proceso de toma de decisiones, en caso contrario se
dice que no es satisfactorio. Un modelo matemaéatico
satisfactorio esta sujeto a dos requisitos contradictorios. Debe
ser suficientemente detallado para representar la situacién
del mundo real con relativa exactitud, y aun asi debe ser lo
suficientemente sencillo para resolver las correspondientes
ecuaciones (hacer un andalisis matematico). Si el modelo es
demasiado detallado en la representacién del mundo real,
entonces el andlisis matematico puede ser demasiado dificil
de llevar a cabo. Si el modelo es demasiado simple, los
resultados de prediccién pueden ser demasiados pobres e

imprecisos que sean infitiles; por lo tanto, hay un compromiso
ineludible entre lo que es fisicamente realista y lo que es
matemadticamente posible.

2. Modelacion mateméatica

La modelacién es el proceso de reconstruccién de un proceso
natural de su "medio" a una forma llamada modelo, el cual
puede analizarse por medio de técnicas que entendemos y
en las que confiamos. Un modelo es un dispositivo que ayuda
al investigador a predecir o explicar el comportamiento de
un fenémeno, experimento o suceso. Por ejemplo, para
pronosticar la cantidad total de personas que veran un
comercial de publicidad, es claro que sola la intuicién no nos
alcanza para determinar claramente el alcance del comercial.
En la figura 1 se ilustra el uso de modelos para explicar los
resultados de una situacién observable.

Modelo Solucién. Uso de
Matematico (2) p| técnicas
analiticas,
Problema del » Comprobacion
“mundo real” (1)  |q (4)
Figura 1




A amplias partes del ambiente natural (el punto 1 de la
figura) se les da una expresién matemdtica mediante un
modelo general en el que todos los resultados quedan
descritos por algunos principios bésicos (el punto 2 de la
figura); la traduccién del mundo real al mundo matemaAtico
por medio de operadores o ecuaciones, luego se resuelve el
problema matematico (a menudo con una simulacién en la
computadora) (punto 3) y el resultado se interpreta en el
entorno natural del problema (punto 4).

De manera general el primer paso en la formulacién
matematica de un problema real es el disefio de la estructura
del modelo, esto es, la descripcién cualitativa del proceso
usando ciertos operadores o ecuaciones. Este procedimiento
se llama IDENTIFICACION ESTRUCTURAL. Frecuen-
temente los Modelos Matematicos béasicos para la descripeién
de procesos estan constituidos por operadores diferenciales.

TIP, Las ecuaciones diferenciales ordinarias suelen surgir
en las aplicaciones como resultado de un principio
fundamental: si y(Z) denota una magnitud de interés en el
instante ¢, entonces la tasa de cambio y’(t)puede calcularse
como el caudal de entrada menos el de salida "ley de
equilibrio”. Los modelos descritos por ecuaciones
diferenciales ordinarias se denominan modelos con
"parametros concentrados" y los modelos descritos por
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales se llaman
modelos con "parametros distribuidos".

El segundo paso en la descripcién de un problema
matemético es la identificacién de sus pardmetros (reflejos
de las propiedades o la composicién del sistema). Este paso
se conoce como IDENTIFICACION PARAMETRICA.,
Laidentificacién estructural y la identificacién paramétrica
de los procesos estan fuertemente unidas a la solucién de
problemas inversos para ecuaciones diferenciales.

Cuando dos clases de magnitudes se relacionan en una
dependencia unidimensional causa-efecto y el fin es
establecer una relacién tipo causa-efecto, es decir dada la

causa encontrar el efecto, estaremos tratando con un problema
directo. Si algunas caracteristicas causales necesitan ser
recuperadas a través de cierta informacién sobre los campos
fisicos entonces se tiene un problema inverso.

El no cumplimiento de la relacién causa-efecto que tiene
lugar en el planteamiento del problema inverso puede
llevarnos a un problema matemdético mal puesto,
frecuentemente a la inestabilidad de la solucién; denominada
sensibilidad/continua respecto a los datos. Por lo tanto, los
problemas inversos representan ejemplos tipicos de
problemas mal planteados.

TIP. En resumen podemos decir que un Modelo
Matematico es una formulacién o una ecuacién que expresa
las caracteristicas esenciales del fenémeno o proceso fisico
en términos matemadticos, estos es:

Var. Dep =f (var .ind, param,func.de fuerzas)

donde, Var.dep es la variable dependiente; es una
caracteristica o varias caracteristicas que generalmente
refleja(n) el comportamiento(s) o estado(s) de un sistema;
var.ind son las variables independientes, generalmente
dimensiones tales como el tiempo, espacio, a través de las
cuales el comportamiento serd determinado, los pardmetros
son reflejos de las propiedades o la composicién del sistema,
suelen ajustarse para "sintonizar" el comportamiento de la
respuesta deseada y func.de fuerzas son las funciones de
fuerzas las cuales son influencias externas que actian sobre
el sistema.

2.1 Pasos para construccién de modelos matematicos (mm)

Para la construccién de un modelo matemdtico se requiere
habilidad, imaginacién y evaluacién objetiva. En la
formulacién del problema se requiere una comprensién del
area del problema, lo mismo que de las matemadticas
correspondientes.




Las siguientes preguntas son simplemente lineamientos
generales que le permiten al investigador seguir una
metodologia para la construccién del Modelo que
representard su realidad,

(Cuaéles son las hipétesis a usar?

(Cudles son las dimensiones fisicas de las variables?

(Es el modelo generado internamente consistente en el
sentido de que las ecuaciones no se contradigan entre si?
;Qué tan dificil resulta obtener las soluciones?

(Existen soluciones de las ecuaciones que describen el mundo

"fisico" que se esta modelando?

(Proporcionan las soluciones una respuesta del problema
en estudio?

Después de haber sido resueltas las cuestiones anteriores,
se debe ir refinando el modelo en cada etapa de validacién
del modelo, lo cual constituye una prueba de que el modelo
se puede utilizar para predecir resultados. Es de anotar
nuevamente que un modelo no es la descripcién total de una
realidad, sino sélo una representacién (un retrato) en el
lenguaje de las matematicas. Como todos los retratos, el
modelo destaca ciertas caracteristicas del original y
distorsiona otras. Modelos mds refinados pueden
proporcionar una mejor comprensién de los procesos de la
naturaleza, pero podrian traer como consecuencia una
dificultad mayor para su solucién bien sea analitica o
numérica.

Ejemplo de una Ley. Ley de la Gravitacién Universal
1. Manzanas y naranjas. Casi todo el mundo conoce en
mayor o menor grado el nombre y la reputacién de Isaac
Newton (1642-1727), ya que su fama universal como
descubridor de la Ley de la Gravitacién Universal se ha
mantenido incélume a lo largo de los siglos desde su muerte.
La ley reza asi

F= GxMxm
d2

donde G es una constante, M,m,d son las masas de los
cuerpos y la distancia a la que se encuentran. Pero cuél es
el significado de esta ley, simplemente podemos decir que
el tirén gravitatorio de la Tierra se debilita cuanto mas lejos
se esta de la Tierra y se debilita con el cuadrado de la
distancia. Por ejemplo, una manzana dos veces mas lejos
de la Tierra notaria un tirén equivalente a la cuarta parte.
(En otras palabras, la fuerza se divide por cuatro, el cuadrado
de dos). Una manzana tres veces mas lejos de la Tierra
notaria un tirén nueve veces menor, y asi sucesivamente.
En un lugar tan distante como la Luna, el tirén de la Tierra
seria desde luego débil pero seguiria existiendo.

TIP. "Newton habia desvelado que buena parte de lo que
el Universo habia sido, era y seria, era el resultado de una
infinidad de particulas materiales que tiraban unas de otras
simultaneamente. El resultado de la pelea gravitatoria (los
cielos de Aristételes) que les habia parecido a los griegos un
cosmos era sencillamente porque la ecuacién subyacente que
describia su comportamiento habia resultado ser un
auténtico cosmos en si: ordenada, bella y decorosa." [2]

A continuacién daremos una serie de ejemplos sencillos que
nos permiten ver la metodologia en la construccién de un
Modelo Matematico.

1. UN MODELO DE RESPUESTA AL MERCADO
MODELO DE VENTAS. En muchas situaciones se modelan
tasas de cambio que de hecho son instantdneas, Por ejemplo,
el flujo de calor de un cuerpo caliente o frio ocurre
continuamente, por lo que hay una tasa (razén) instantdnea
de cambio de la temperatura. En otros casos, como en los
modelos de poblaciones, se aproxima la tasa media de cambio
de la poblacién por la tasa instantdnea de cambio de la
poblacién. Las tasas son una derivada con respecto del
tiempo.

Supongamos que N(t) representa el nimero de individuos
en una poblacién bajo la influencia de determinado comercial
publicitario en el momento de tiempo t (medido en semanas);




entonces la tasa de cambio neto de individuos de la poblacién
que ven el comercial por semana.es

dt

Segtin investigaciones de mercados se pronostica que habra
un limite de K personas que veran el anuncio. El propésito
es determinar el comportamiento a través del tiempo de las
personas que son influenciadas por el comercial.

HIPOTESIS A USAR: ;Céomo podemos determinar la
relacion funcional entre N y t.? Una suposicién simple es
pensar que la tasa con que crece o decrece la cantidad de
individuos bajo la influencia del comercial sélo depende del
nimero presente de personas que ven el comercial y no de
mecanismos dependientes del tiempo, esto es N(¢) = f(IN),
donde N’(t) denota la derivada de N respecto al tiempo. Ahora
es necesario modelar la forma de la funcién f(N). Ya que la
cantidad de personas que verdn el comercial es K entonces
de la ecuacién diferencial tenemos que f (K)=0; si tomamos
a f{(0)=r; podemos tener varias funciones que satisfacen estas
condiciones, La hipétesis més sencilla es que la funcién f(IN)
sea lineal; esto es fIiN) = ¢! + ¢®N.

O bien podriamos asumir que la funcién f (N) es un
polinomio de grado 2 o mas. ;Cual es el polinomio més
adecuado? Generalmente se empieza con un modelo mas bien
sencillo (tomamos a f(IN) como una funcién lineal), si el
modelo no resulta satisfactorio para los fines de prediccién,
podemos entonces tomar la funcién como un polinomio de
mayor grado, por ejemplo, una funcién cuadrdtica,
obteniendo en este caso la siguiente ecuacién diferencial

N r
= N(r——N);
di ¢ K ) (1)

NO)=N,

La solucién del problema esta dada por la férmula

NOy=— o N =N, a=rb=". )
bN,+(a—bN )e™ K

Esta féormula nos indica el comportamiento del sistema
dindmico que estamos modelando, esto es la dependencia
de N con respecto al tiempo ¢ ; al variar los pardmetros r, K,
N, podemos observar la dependencia de N(t) respecto a los
parametros,

A continuacién el Modelador puede preguntarse si esta
formulacion "es satisfactoria para la descripcién del mundo
real"; si este es el caso puede usar su Modelo bien sea para
fines predictivos o para la toma de decisiones. A continuacién
presentamos un experimento numérico.

Experimento numérico.
Supdéngase que tenemos el siguiente conjunto de datos
obtenidos de comerciales similares para nuestro producto

Tiempo Numero de personas que ven el comercial
(dias) (Unidades de 1000)
7 17.93
14 36.36
21 67.76
28 98.10
35 131.00
42 169.50
49 205.50
56 228.30
63 247.10
70 250.50
7 253.80
84 25450

Este conjunto de datos se grafica en la figura (diagrama de
dispersién de las variables versus )
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Queremos determinar si el modelo propuesto
anteriormente se ajusta al conjunto de datos. Nétese que
existen tres constantes desconocidas en la solucién: N ,a,b .
Usando algin software adecuado determinamos las
constantes y remplazando en la ecuacién (2) tenemos.

12.94

N(@) =
® e "% 40,0498

Ahora evaluemos la funcién para los diferentes tiempos
que se muestran en la tabla de arriba, esto es N(t) ; los
resultados después de la evaluacién son: 21.796, 37.44,
61.416, 94.239,132.86, 170.97, 202.57 225.21, 239.78,
248.53, 253.57, 256.39. Como se puede observar son bastante
similares a los datos reales.

Ahora si nuestro modelo no fuera satisfactorio para la
prediccién (o los objetivos que se persiguen), entonces seria
necesario refinar el modelo propuesto. Refinar un modelo

significa tener en cuenta hechos anteriores que no fueron
capturados en el MM inicial; por ejemplo, la funcién filV) depende
no solo explicitamente de N sino también de t o puede existir
alguna fuente que hace que se debilite el anuncio del mensaje.

2. Oferta y demanda.

Supodngase que se tiene un bien tal como café o petréleo.
Sea p el precio de este bien por alguna unidad especificada
(por ejemplo, barril de petréleo) en cualquier instante t.
Entonces podemos pensar que p es una funcién del tiempo t;
esto es p(t).

El numero de unidades del bien que desean los
consumidores por unidad de tiempo en cualquier tiempo t la
denotaremos como D(t). Esta funcién no sélo depende de p(t)
sino también de la direccién en la cual los consumidores
creen que tomaran los precios, esto es, la tasa de cambio del
precio o derivada p'(t).

Por lo tanto podemos decir que la demanda es una funcién
de la funcion precio y de su derivada

D=f(p (t), p'(t))

Llamamos f'la funcién de demanda.
Similarmente la oferta la denotaremos como S(t) y las
escribiremos mediante

S=g(p(t),p(H)
Llamamos a g la funcién de oferta.

HIPOTESIS PARA UTILIZAR:

1. Una economia libre

2. No hay demora en el suministro

3. No se considera los precios de otros bienes o el ingreso
4 Los precios, demanda, y oferta son continuos.
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TIP. Principio econémico de la oferta y la demandas

£(p (), P®)) = g(p®),p®). 3)

La ecuacion anterior es una ecuacién diferencial de primer

orden para determinar a p (t) si se conocen las formas de las
ecuaciones f'y g.
Naturalmente surge la pregunta sobre las formas
funcionales de f y g; como lo hicimos para el modelo de
respuesta el Modelador asume la forma més conveniente y
de acuerdo con esto tendriamos varios Modelos para deseribir
nuestra realidad.

D= f(p(t), p()=ap(t)+a,p'(t)+a;,

Por ejemplo, [ ‘
S=g(p),p' D) =bp)+b,p'(t)+b;

Donde son constantes. Al remplazar en el principio
econémico de la oferta y 1a demanda obtenemos el siguiente

MM

a _il Jp(r) —

by =l

-b

2

a

tay —0, 2

pm+[

que representa una ecuacion diferencial. Al resolver el MM
tenemos

b, —a By =0 | i wvira
p(O)=2—3 4| p, — 223 | labrltarhy
b al_b]

aq—b

Observemos que nuestra solucién depende de los parametros
y de la condicién inicial, esto es de suma importancia porque
nos permite realizar lo que se conoce como "andlisis de
sensibilidad", el modelador puede variar sus parametros para
obtener conclusiones acerca de su mundo real bajo diferentes
circunstancias. Por ejemplo, si _b—a,

0

a, —b,

en este caso vemos de la expresién para p(Z) que los precios
permanecen constantes en todo el tiempo; p(t)=p,, . Otro caso
es cuando

a, —b,

i —b

<0,

En este caso vemos que p(#) crece indefinidamente a medida
que t crece, asumiendo que,

by —a,

a —b,

esto es, tenemos una inflacién continua o una inestabilidad
de precio. Es posible por supuesto que las constantes a,b,
cambien de tal manera que sobre un intervalo de tiempo
tengamos un conjunto de constantes, sobre otro intervalo
un conjunto diferente. Mas general, los pardmetros a,b,
podrian ser funciones del tiempo.

P, >

3. Modelos compartimentales (comportamentales).
Una técnica poderosa para analizar procesos del Mercado
es el andlisis de compartimientos que permite estudiar y
entender un proceso complejo y separarlo en secciones o
compartimientos de tal forma que en cada compartimiento
el proceso sea mads facil de estudiar. Un modelo de
compartimiento consta de un ntiimero finito de componentes
(o cajas) unidos por flechas. Cada flecha indica que la
"sustancia’ de la que se lleva un registro sale de la caja final
de la flecha y entra en la caja adonde llega la punta de la
flecha. Matematicamente se describe:

x'(t)=Ax + Bu + f,
x(t) = x,

donde x(t)=,x(,(t),x,(1),...x (t))es la funcién de salida o solucién;
las componentes x(f) se denominan variables de estado, A
es una matriz de orden n llamada matriz de transformacién,




los coeficientes de la matriz representan tasa de cambio,
u(t) = (u,(t),u,(t),...w,(t)es una funcién de entrada (control)
B es una matriz nk que representa cémo estéan distribuidas
las entradas entre los compartimientos del sistema y f es
una fuente.

TIP, La matriz A puede depender del tiempo e incluso de la
variable de estado x,(%).

3.1 El problema depredador - presa

Hay muchas situaciones en la naturaleza donde una especie
animal se alimenta de otra especie animal, la cual a su vez
se alimenta de otras cosas. Tedricamente el depredador
puede destruir toda la presa de modo que esta tiltima llegue
a extinguirse. Sin embargo, si esto sucede el depredador
también se extinguira puesto que, como se asume, depende
de la presa para su existencia. Esta aplicacién no se limita
s6lo a la ecologia o a la ciencia de la vida sino también a
otros campos.

En marketing, por ejemplo, los productores compiten
entre si por los consumidores, y atin los consumidores pueden
competir entre si por los productos.

Un MM muy conocido es el modelo depredador-presa de

Lotka-Volterra

-g-—f— =x(-a + by)
d
% =y (-d+cx)

donde, x es la poblacién de depredadores y y la de presas, y
las constantes de tasa de cambio a,b,¢,d son positivas.

3.2 Modelos de competencia
Consideremos que hay dos productores P1 y P2 de cierto
producto A que compiten por un mercado potencial de

consumidores. Cuando falta un productor, supongamos que
la razon de crecimiento de sus ventas de cada productor es

dx

ar -
d

d? =€

donde x(t), y(t) son las ventas de los productores
respectivamente. Pueden darse condiciones iniciales a cada
una de las variables de estado, asi que tenemos el problema
de valor inicial (PVI); las condiciones iniciales las podemos
escribir como: x(f)=x, y(t,) =y, . Al resolver nuestras
ecuaciones observamos que las ventas de cada productor
crecen de manera exponencial lo que nos indica que el modelo
no es adecuado para describir la situacién, esto es ventas
infinitas (suefio ideal de cualquier productor). En la
descripcién anterior no tuvimos en cuenta que los
productores compiten entre si, por lo tanto las ventas de
ambos se ven menguadas por la influencia de cada uno de
ellos. Asi, un posible modelo para describir la realidad puede
ser el siguiente

d
% =ax - by
% =cy-dx

aqui a, b, ¢, d son constantes positivas. Este sistema se
conoce como sistema lineal de ecuaciones diferenciales. La
solucién la podemos obtener usando un software como
matlab.

Por otra parte, bien podriamos suponer que el modelo
anterior no describe adecuadamente nuestro mundo real,
en su lugar asumimos que cada rapidez de crecimiento de




las ventas en las ecuaciones anteriores disminuyen a una
tasa proporcional a la interacciones de los dos productores,
supongamos que estas interacciones son proporcionales
al producto de las ventas

dx

= gx — bxy
dt
dy
= i = g
i Y 2

TIP. Légico que en este momento podemos estar pensando
si es real nuestro modelo para describir la interaceién entre
los competidores, esto es lo que nosotros llamamos
"idealizacién de nuestra realidad".

Podria ser més real sisereemplazan las tasas de crecimiento
en las ecuaciones con tasas que reflejen que las ventas de
cada productor crece en forma logistica, de esta manera
nuestro MM tomaria la forma:

a =ax—bx’ —cxy
A 1 1

dvy

L az}’_bzyz —EXY
dt

A continuacién presentamos un egjemplo hipotético adaptado
del libro [3]

3.3 MODELO S-I-R. El siguiente es un modelo simple para
la evolucién de un anuncio publicitario (por radio, televisién
o prensa). Supongamos que tenemos un grupo homogéneo
de "N" individuos, que en algtiin momento "t" se compone de
S(t)individuos susceptibles a la influencia del anuncio (aun
no les a llegado el anuncio), I(%) individuos que ya vieron el
anuncio e influyé sobre ellos y R(%) individuos que lo vieron
(o escucharon o leyeron) pero que no incidié sobre ellos

(habian comprado el producto, el anuncio no iba dirigido
hacia ellos), estos individuos los llamaremos "inmunes". Note
que en realidad sélo tenemos dos cantidades desconocidas,
va que S(t) + I(t) + R(t) = N.

Si suponemos que la tasa a la cual los individuos
susceptibles al anuncio llegan a ver el comercial es
proporcional tanto al nimero de individuos sobre el cual hubo
incidencia como al nimero de individuos susceptibles al
anuncio, tendremos la ecuacién diferencial

S =—aSI (4)

Aqui tomamos a como una constante positiva, de modo
que necesitamos de un signo negativo en esta ecuacién,
debido a que el ntimero de individuos susceptibles al anuncio
debe disminuir,

HIPOTESIS: Ecuacidén de la conservacién. La tasa
de cambio del niimero de individuos influenciados por el
anuncio rige porla ecuacién de conservacién

dl
dr
tasa de individuos susceptibles al anuncio - tasa de individuos
"inmunes"”

Si suponemos que la tasa de individuos "inmunes" es
proporcional al niimero de individuos sobre los cuales hubo

influencia (la constante de proporcionalidad seria la
constante positiva ), entonces tenemos que

I=aSI-bl (5)

Note que debido a S(#) + I(t) + R(t) = N, tenemos
0<SW+@=N-R(#t)<N




todo el tiempo, y que la tasa de cambio de la categoria
eliminada esta expresada por

R'==8'-P=85l (6)

Si suponemos que en el tiempo, un niimero "n" de personas
llegan a ver el anuncio y el resto atin no lo ha visto, nuestras
condiciones iniciales son:

I(0)=n, S(0)=N -n, (7)

lo que implica que R(0) =0

La ecuacién diferencial que gobierna las érbitas en el plano
fase SI es:

dal  aSI-bl 1+ €
dS -~ aSI T~ 77 "g
b
donde c¢=
a

La integracién proporciona la funcién denominada érbitas,
It)=-S@)+clnS )+ C (8)

Tomando en cuenta las condiciones iniciales, hallamos que
de manera que

S (t)
500) 9)

I{)=N-5()+cln

Estas son las érbitas en el plano fase. En vista del hecho de
que al tiempo ¢ = 0, R(0) =0, debemos tener I(0) = N - S (0),
de manera que las condiciones iniciales para I paraS deben
caer sobre la recta I=N-S en el plano fase. Usando el
software de matlab en las figuras se presenta algunas
orbitas.

|

=-(278/159) S|
I'=(276159)5 |- 2781

Print

Quit |

The backward arbil from (17, 212+002) left the computation window.

Ready.

The forwaid orbit from (1.1e+002, 77) -5 aposclhie eq pL neat HB 043)

| Thabackw:-rd oibit from I!ml]l]i' 77) > ible eq. pl nea (3.9e+002, IJ

En las figuras se muestra el comportamiento de la funcién I
en funcién de S, como también el comportamiento de cada
funcién respecto al tiempo.
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EXPERIMENTOS NUMERICOS. En la tabla 2 y la figura
3 muestran un conjunto de datos para el nimero de personas
a la cual va dirigido el anuncio (con una poblacién inicial de
261) desde el comienzo del anuncio hasta llegar a su término
en intervalos regulares. Los valores para S(%) en la tabla 2
fueron calculados a partir de S(#)=N-R(t) - I(t), donde
N =261

Queremos ver cudnto se ajusta (9) a este conjunto de datos.
Para hacerlo necesitamos efectuar una aproximacién de c,
sabiendo que N = 261 y S(0)=254.

De la figura 3 observamos que todas las érbitas finalizan en
el eje Horizontal, de modo que a medida que finaliza el
anuncio,

f——3
a medida que

S — 83,

el ndmero de individuos susceptibles al final de la misma.
Si sustituimos esto en (9) encontraremos que

0 =261 - 83 +cln|-83
254

lo cual nos permite obtener el valor aproximado de ¢=159




AV s 7 X/

Tiempo

0.0 0.0 7.0 254.0
0.5 1.5 14.5 235.0
1.0 ©]138.0 22.0 201.0
1.6 78.5 29.0 153.5
2.0 120.0 20.0 121.0
25 145.0 8.0 108.0
3.0 156.0 8.0 97.0
3.5 167.5 4.0 89.5
4.0 178.0 0.0 83.0

Tabla 2
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Figura 3
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Sinos interesa el niimero de individuos "inmunes", entonces
tenemos que

dS _dS _dR_ -aSI _ -a g
dR ~dt ~dt  dl = b

con solucién

S(t) = A exp ,:— % R(t):l

Donde A es una constante. Tomando en cuenta la condicién
inicial hallamos que

S@) = S (0) exp [ % R(t):| (10)

Por consiguiente de (6), (9) y (10), tenemos entonces que

arR [ SON_, [ _ e |_ae
E—bI—B{N SU)+CmIiS(O):|} b{N S(O)exp|: bR(!)} bR(!)},

Lo cual como consecuencia de que

se reduce a

dR

. a B
df—b{ N —S(O)exp[—glf(f}} R(r)}. (11)

No podemos resolver esta ecuacién diferencial de primer
orden en funcién de funciones familiares. No obstante, es
una ecuacién diferencial auténoma, asi que podemos
analizarla empleando ciertas técnicas que son expuestas
en cursos tradicionales de Ecuaciones Diferenciales.




Conclusiones

1. Los modelos de decisién (Modelos Matematicos) son la
herramienta que se usa para la toma de decisiones de
Mercado. La modelaciéon matemadatica en Marketing es el
proceso de formular comportamientos de los fenémenos
de Marketing en términos matemadticos.

2. El presente articulo trato sobre los modelos de decisién tipo
causa-efecto pero en la nueva Ingenieria de Mercados existen
una amplia gama de modelos de decisién adaptables e
interactivos, entre los que se encuentran modelos de
diagrama de flujos, modelos de agrupamiento, modelos de
clasificacién, modelos de prediccién, modelos de
interdependencia, modelos de mineria de datos y modelos
de efecto-causa que se usan para el andlisis, la planeacion e
implementacién de estrategias y tdcticas del Marketing,

3. La Facultad de Ingenieria de Mercados ha venido
trabajando en la tarea de dar al Marketing una
configuracién rigurosa desde el punto de vista cuantitativo
sin olvidar el paradigma cualitativo, asi que nuestra
intencién al escribir este articulo fue aportar un grano
en la construccién de este camino.
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