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Riesgo
• Probabilidad de que un evento que 

puede ocasionar pérdida, dado en 
momentos de vulnerabilidad, 
desencadene en un determinado 
suceso desfavorable .

•Organización Internacional de Normalización, 2009



Riesgo de Crédito

Riesgo de Mercado

Riesgo de Liquidez

Riesgo Operacional

Riesgo administrativo

Riesgo Legal

Riesgo Reputacional

Riesgo País

Riesgo modelo

Riesgo natural

Riesgo político

Riesgo competitivo

Clases de 
Riesgo



Riesgo 
Operativo

Posibilidad de incurrir en
pérdidas dadas por

• Deficiencias

• Fallas

• Inadecuaciones

En los Factores de 
riesgo 

• Recursos humanos

• Procesos

• Tecnología

• Infraestructura

• Acontecimientos externos

(Superintendencia Financiera de Colombia, 2006)



Clases de 
Riesgo 
operativo
• Fraude externo

• Fraude interno

• Relaciones laborales

• Políticas con clientes

• Daños a activos materiales

• Incidencias en el negocio y 
fallos en los sistemas

• Ejecución, entrega y gestión de 
procesos.

Elementos del 
Riesgo 
operativo
• Políticas

• Procedimientos

• Documentación

• Estructura organizacional

• Registro de eventos de riesgo 
operacional

• Órganos de control

• Plataforma tecnológica

• Divulgación de información

• Capacitación

Etapas del 
Riesgo 
operativo
• 1. Identificación

• 2. Medición

• 3. Control



Modelos de Riesgo
(Basados en la probabilidad)

• Representan una descripción de la perdida asociada con el 
Riesgo en el tiempo real.

Nivel de 
exposición al 

Riesgo

• Frecuentemente descrito por un numero o pequeño grupo 
de números, destinados a cuantificar la exposición al 
riesgo

Indicadores 
clave de Riesgo

• Indican el grado en que la compañía esta 
sujeta a determinados aspectos de riesgo.

Medidas de riesgo



Una medida coherente de riesgo 𝜌 𝑋 es definida como una que tiene las

siguientes cuatro propiedades para cualquier dos variables aleatorias de perdida ilimitada 𝑋 y 𝑌.

Propiedad Definición Formula

Subaditividad

Define que la medida del riesgo  para dos riesgos 

combinados no será mayor que para los riesgos tratados por 

separado

𝜌 𝑋 + 𝑌 ≤ 𝜌 𝑋 + 𝜌 𝑌

Monotonicidad

Define que si un riesgo siempre tiene mayores pérdidas que 

otro riesgo bajo todas las circunstancias, la medida de riesgo  

debe siempre ser mayor. 

Si 𝑋 ≤ 𝑌 para todos los 

resultados, entonces 

𝜌 𝑋 ≤ 𝜌 𝑌

Homogeneidad 

Positiva

Expresa que la medida de riesgo es independiente de la 

moneda en que el riesgo es medido

Para una constante 

positiva c,

𝜌 𝑐𝑋 = 𝑐𝜌 𝑋

Invariancia 

transicional

Expresa que no existe riesgo adicional para un riesgo 

adicional para el cual no existe incertidumbre adicional. En 

particular, haciendo 𝑋 igual a cero, los activos necesarios 

para un determinado resultado son exactamente el valor de 

ese resultado

Para una constante 

positiva c,

𝜌 𝑋 + 𝑐 = 𝜌 𝑋 + 𝑐



Medida mas utilizada para evaluar la exposición al riesgoValor en riesgo (VaR)

• Determina la cantidad de capital requerido para asegurar, con un alto grado de certeza, que la
empresa no se vuelva técnicamente insolvente

Medida más informativa y útil para evaluar la exposición al riesgoValor en riesgo de la cola 
(TVaR)

• Calcula el valor del riesgo en la cola de la distribución

Es una medida de riesgo porque esta provee una medida de 
incertidumbreDesviación Estándar

• Es claramente apropiado cuando se utiliza la distribución normal

Modelos para la medición del Riesgo
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Distribuciones continuas
• Una distribución de probabilidad es 

continua cuando los resultados posibles 
del experimento son obtenidos de 
variables aleatorias continuas, es decir, de 
variables cuantitativas que pueden tomar 
cualquier valor, y que resultan

principalmente del proceso de medición.

Modelos para el tamaño de las pérdidas

http://docentesinnovadores.net/Archivos/5734/DISTRIBUCIONES%20CONTINUAS.pdf



Distribuciones 

de un
parámetro

Modelos para 
el tamaño de 

pérdidas

Distribuciones
Continuas

Distribución 
exponencial

Es la única distribución continua con una tasa de riesgo constante, h (x)= 1/θ y 
exceso de pérdida esperada condicional que es constante también  ed(x)= θ. Por lo 

tanto, el tamaño esperado del exceso de pérdidas por encima del umbral no depende 
en el umbral

𝐸 𝑋 ∧ 𝑥 𝑘 = 𝜃𝑘𝑘! Γ(𝑘 + 1; Τ𝑥 𝜃) + 𝑥𝑘𝑒 ൗ−𝑥
𝜃 𝑠𝑖 𝑘 > −1 𝑒𝑠 𝑢𝑛 𝑒𝑛𝑡𝑒𝑟𝑜.

𝑀 𝑡 = (1 − 𝜃𝑡)−1, 𝑡 < Τ1 𝜃

𝑀𝑜𝑑𝑜 = 0

Distribución  
Exponencial 

inversa

Está estrechamente relacionada con la distribución exponencial, tiene media infinita 
(y momentos más altos), indicando una cola muy pesada.

𝐸 𝑋 ∧ 𝑥 𝑘 = 𝜃𝑘 Γ(1 − 𝑘; Τ𝜃 𝑥) + 𝑥𝑘 1 − 𝑒 ൗ−𝜃
𝑥 , 𝑡𝑜𝑑𝑜𝑠 𝑙𝑜𝑠 𝑘

𝑀𝑜𝑑𝑒 = Τ𝜃 2

Distribución de 
Pareto para un 
solo parámetro

Es descrita como de cola pesada porque esta tiene solamente un número finito de 
momentos,el exceso de función media es lineal en d.

𝐸 𝑋 ∧ 𝑥 𝑘 =
𝛼𝜃𝑘

𝛼 − 𝑘
−

𝑘𝜃𝑘

𝛼 − 𝑘 𝑥𝛼−𝑘
, 𝑥 > 𝜃

Modo= 𝜃



Distribuciones 

de dos
parámetros

Modelos 
para el 

tamaño de 
pérdidas

Distribuciones
Continuas

Distribución 
Gamma

Es comúnmente usada para muchas aplicaciones. Si 𝛼 es un entero, la 
distribución gamma puede ser considerada como la distribución de la suma de 

los 𝛼, independientes e idénticamente variables exponenciales aleatorias.

𝐸 𝑋 ∧ 𝑥 𝑘 = α α + 1 … α + k − 1 𝜃𝑘 Γ α + k; Τx 𝜃 + 𝑥𝑘 1 − Γ(α; Τx 𝜃)
Si k es un entero

𝑀 𝑡 = (1 − 𝜃𝑡)−𝛼 , 𝑡 < Τ1 𝜃
𝑀𝑜𝑑𝑜 = 𝜃 𝛼 − 1 , 𝑠𝑖 𝛼 > 1, 𝑙𝑜 𝑑𝑒𝑚𝑎𝑠 𝑒𝑠 𝑒𝑛 𝑚𝑜𝑑𝑜 0

Distribución  
Gamma inversa

También conocida como La distribución Vinci

𝐸 𝑋 ∧ 𝑥 𝑘 =
𝜃𝑘 Γ α − k; Τ𝜃 𝑥

Γ(α)
+ xk Γ 𝛼; Τ𝜃 𝑥 , 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑡𝑜𝑑𝑜𝑠 𝑙𝑜𝑠 𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑘

𝑀𝑜𝑑𝑜 = 𝜃/ 𝛼 + 1

Distribución 

Log-Normal

La cdf (función de distribución) es obtenido de la función de distribución 
acumulada normal mediante el reemplazo de 𝑥 por ln 𝑥

𝐸 𝑋 ∧ 𝑥 𝑘 = exp 𝑘𝜇 +
1

2
𝑘2𝜎2 Φ

𝑙𝑛𝑥 − 𝜇 − 𝑘𝜎2

𝜎
+ 𝑥𝑘 1 − 𝐹 𝑥

𝑀𝑜𝑑𝑜 = exp( 𝜇 − 𝜎2)



Distribuciones 

de dos
parámetros

Modelos 
para el 

tamaño de 
pérdidas

Distribuciones
Continuas

Distribución 
Inversa 

Gaussiana

Es también conocida como la inversa normal o la distribución Hadwiger

𝐸 𝑋 ∧ 𝑥 = 𝑥 − 𝑥 − 𝜇 Φ
𝑥 − 𝜇

𝜇

𝜃

𝑥

Τ1 2

− 𝑥 + 𝜇 𝑒𝑥𝑝
2𝜃

𝜇
Φ −

𝑥 + 𝜇

𝜇

𝜃

𝑥

Τ1 2

𝑀 𝑡 = 𝑒𝑥𝑝
𝜃

𝜇
1 − 1 −

2𝜇2

𝜃
𝑡 , 𝑡 <

𝜃

2𝜇2

Distribución  
Weibull

Puede ser obtenida de la función de distribución acumulada mediante la 
sustitución de  Τ𝑥 𝜃 por ( Τ𝑥 𝜃)𝜏

𝐸 𝑋 ∧ 𝑥 𝑘 = 𝜃𝑘Γ 1 + Τ𝑘 𝜏 Γ 1 + Τ𝑘 𝜏 ; Τ𝑥 𝜃 𝜏 + 𝑥𝑘𝑒− Τ𝑥 𝜃 𝜏
, 𝑘 > −𝜏

𝑀𝑜𝑑𝑜 = 𝜃
𝜏−1

𝜏

Τ1 𝜏
, 𝑠𝑖 𝜏 > 1, 𝑑𝑒 𝑙𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑟𝑖𝑜 𝑒𝑙 𝑚𝑜𝑑𝑜 𝑒𝑠𝑡𝑎𝑟𝑎 𝑒𝑛 0.

Distribución 

Weibull inversa

Es también conocida como la distribución log-Compertz .

𝐸 𝑋 ∧ 𝑥 𝑘 = 𝜃𝑘G 1 − Τ𝑘 𝜏 ; Τ𝜃 𝑥 𝜏 + 𝑥𝑘 1 − 𝑒− Τ𝜃 𝑥 𝜏
, 

para todos los valores de k

𝑀𝑜𝑑𝑜 = 𝜃
𝜏

𝜏+1

Τ1 𝜏



Modelos 
para el 

tamaño de 
pérdidas

Distribuciones 

de dos
parámetros

Distribución 
Logística

Se parece mucho a la distribución Lognormal pero con colas mucho mas 
pesadas. También es conocida como la distribución Fisk.

𝐸 𝑋 ∧ 𝑥 𝑘 = 𝜃𝑘Γ 1 + Τ𝑘 𝛾 Γ 1 − Τ𝑘 𝛾 𝛽 1 + Τ𝑘 𝛾 , 1 − Τ𝑘 𝛾 ; 𝑢 + 𝑥𝑘 1 − 𝑢

𝑀𝑜𝑑𝑜 = 𝜃
𝛾−1

𝛾+1

ൗ1 𝛾

, 𝑠𝑖 𝛾 > 1 , 𝑑𝑒 𝑙𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑟𝑖𝑜 𝑒𝑙 𝑚𝑜𝑑𝑜 𝑒𝑠𝑡á 𝑒𝑛 0.

Distribución  

de Pareto

Tiene una cola muy pesada y es usada extensivamente en modelos de pérdida 
cuando hay una alta probabilidad de pérdidas muy grandes. Es también 

conocida como la Pareto tipo II o Distribución de Lomax.

𝐸 𝑋 ∧ 𝑥 𝑘 =
𝜃𝑘Γ 𝑘+1 Γ 𝛼−𝑘

Γ 𝛼
𝛽 𝑘 + 1, 𝛼 − 𝑘; Τ𝑥 𝑥 + 𝜃 +𝑥𝑘

p𝑎𝑟𝑎 𝑡𝑜𝑑𝑜𝑠 𝑙𝑜𝑠 𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑘
𝑀𝑜𝑑𝑜 = 0

Distribución 

Pareto inversa

𝐸 𝑋𝑘 =
𝜃𝑘(−𝑘!)

𝜏 − 1 . . . 𝜏 + 𝑘
𝑠𝑖 𝑘 𝑒𝑠 𝑢𝑛 𝑒𝑛𝑡𝑒𝑟𝑜 𝑛𝑒𝑔𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜

𝐸 𝑋 ∧ 𝑥 𝑘 = 𝜃𝑘𝜏 0׬
Τ𝑥 (𝑥+𝜃)

𝑦𝜏+𝑘−1(1 − 𝑦)−𝑘 𝑑𝑦 +𝑥𝑘 1 −
𝑥

𝑥+𝜃

𝜏
, 𝑘 > −𝜏

𝑀𝑜𝑑𝑜 = 𝜃
𝜏 − 1

2
, 𝑠𝑖 𝜏 > 1, 𝑑𝑒 𝑙𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑟𝑖𝑜 𝑒𝑙 𝑚𝑜𝑑𝑜 𝑒𝑠𝑡á 𝑒𝑛 0

Distribuciones
Continuas



Distribuciones 

de dos
parámetros

Modelos para 
el tamaño de 

pérdidas

Distribuciones
Continuas

Distribución 
Para logística

𝐸 𝑋 ∧ 𝑥 𝑘 =
𝜃𝑘Γ 1 + Τ𝑘 𝛼 Γ 𝛼 − Τ𝑘 𝛼

Γ 𝛼
𝛽 1 + Τ𝑘 𝛼 , 𝛼 − Τ𝑘 𝛼 ; 1 − 𝑢

+𝑥𝑘
1

1 + Τ𝑥 𝜃 𝛼

𝛼

, 𝑘 > −𝛼

𝑀𝑜𝑑𝑜 = 𝜃
𝛼 − 1

𝛼2+1

ൗ1 𝛼

, 𝑠𝑖 𝛼 > 1, 𝑑𝑒 𝑙𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑟𝑖𝑜 𝑒𝑙 𝑚𝑜𝑑𝑜 𝑒𝑠𝑡á 𝑒𝑛 0

Distribución  
Para logística 

Inversa

𝐸 𝑋 ∧ 𝑥 𝑘 =
𝜃𝑘Γ(𝜏 + Τ𝑘 𝜏)Γ(1 − Τ𝑘 𝜏)

Γ(𝜏)
𝛽 𝜏 + Τ𝑘 𝜏 , 1 − Τ𝑘 𝜏 ; 𝑢 + 𝑥𝑘 1 − 𝑢𝜏

𝑀𝑜𝑑𝑜 = 𝜃(𝜏 − 1) Τ1 𝜏, 𝑠𝑖 𝜏 > 1, 𝑑𝑒 𝑙𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑟𝑖𝑜 𝑒𝑙 𝑚𝑜𝑑𝑜 𝑒𝑠𝑡á 𝑒𝑛 0.



Distribuciones 

de TRES
parámetros

Modelos 
para el 

tamaño de 
pérdidas

Distribuciones
Continuas

Distribución 
Gamma 

transformada

La transformada ( o generalizada ) función de distribución acumulada gamma 
es obtenida de la gamma mediante el reemplazo de Τ𝑥 𝜃 por ( Τ𝑥 𝜃)𝜏.

𝐸 𝑋 ∧ 𝑥 𝑘 =
𝜃𝑘Γ ∝+ Τ𝑘 𝜏

Γ 𝛼
Γ(𝛼 + 𝑘/𝜏; 𝑢) +𝑥𝑘 1 − Γ(𝛼; 𝑢) , 𝑘 > −𝛼𝜏

𝑀𝑜𝑑𝑜 = 𝜃
𝛼𝜏 − 1

𝜏

ൗ1 𝜏

, 𝑠𝑖 𝛼𝜏 > 1, 𝑑𝑒 𝑙𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑟𝑖𝑜 𝑒𝑙 𝑚𝑜𝑑𝑜 𝑒𝑠𝑡𝑎 𝑒𝑛 0

Distribución  
Gamma inversa 
transformada

Es conocida también como la distribución gamma inversa generalizada.

𝐸 𝑋 ∧ 𝑥 𝑘 =
𝜃𝑘Γ ∝ − Τ𝑘 𝜏

Γ 𝛼
1 − Γ(𝛼 − 𝑘/𝜏; 𝑢) +𝑥𝑘 Γ(𝛼; 𝑢)

𝑀𝑜𝑑𝑜 = 𝜃
𝜏

𝛼𝜏 + 1

ൗ1 𝜏

Distribución 

generalizada de

Pareto 

Es también conocida como la Beta del segundo tipo de distribución.

𝐸 𝑋 ∧ 𝑥 𝑘 =
𝜃𝑘Γ 𝜏 + 𝑘 Γ 𝛼 − 𝑘

Γ 𝛼 Γ 𝜏
𝛽 𝜏 + 𝑘, 𝛼 − 𝑘; 𝑢

𝑀𝑜𝑑𝑜 = 𝜃
𝜏−1

𝛼+1
, 𝑠𝑖 𝜏 > 1, 𝑑𝑒 𝑙𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑟𝑖𝑜 𝑒𝑙 𝑚𝑜𝑑𝑜 𝑒𝑠𝑡𝑎 𝑒𝑛 0



Distribuciones 

de TRES
parámetros

Modelos 
para el 

tamaño de 
pérdidas

Distribuciones
Continuas

Distribución 
Burr

Es conocida también como el Tipo Burr XIII o Distribución Singh-

Maddala.

𝐸 𝑋 ∧ 𝑥 𝑘 =
𝜃𝜅Γ 1+ Τ𝑘 𝛾 Γ 𝛼− Τ𝑘 𝛾

Γ α
𝛽 1 + Τ𝑘 𝛾 , 𝛼 − Τ𝑘 𝛾 ; 1 − 𝑢 +𝑥𝑘 𝑢𝛼 , 𝑘 > −𝛾

𝑀𝑜𝑑𝑜 = 𝜃
𝛾−1

𝛼𝛾+

Τ1 𝛾
, 𝑠𝑖 𝛾 > 1, 𝑑𝑒 𝑙𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑟𝑖𝑜 𝑒𝑙 𝑚𝑜𝑑𝑜 𝑒𝑠𝑡𝑎 𝑒𝑛 0.

Distribución  
Inversa de Burr

La distribución inversa de Burr ( o Dagum)  es una función de distribución 

acumulada que se obtiene de Burr reemplazando Τ𝑥 𝜃 por ( Τ𝑥 𝜃)−1.

𝐸 𝑋 ∧ 𝑥 𝑘 =
𝜃𝑘Γ 1+ Τ𝜅 𝛾 Γ 𝛼− Τ𝑘 𝛾

Γ α
𝛽 1 + Τ𝑘 𝛾 , 𝛼 − Τ𝑘 𝛾 ; 1 − 𝑢 +𝑥𝑘 𝑢𝛼 , 𝑘 > −𝛾

𝑀𝑜𝑑𝑜 = 𝜃
𝛾−1

𝛼𝛾+

Τ1 𝛾
, 𝑠𝑖 𝛾 > 1, 𝑑𝑒 𝑙𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑟𝑖𝑜 𝑒𝑙 𝑚𝑜𝑑𝑜 𝑒𝑠𝑡𝑎 𝑒𝑛 0.



Distribuciones 

de TRES
parámetros

Modelos 
para el 

tamaño de 
pérdidas

Distribuciones
Continuas

Distribución 

Log-t

Dejar que Y tenga una distribución t con r grados de libertad.
Entonces 𝑋 = exp 𝜎𝑌 + 𝜇 tiene la distribución log-t.
Los momentos positivos no existen para esta distribución.
Justo como la distribución t tiene la cola mas pesada que una
distribución normal, esta distribución tiene la cola mas pesada que la
distribución Lognormal.

𝐹 𝑥 = 𝐹𝑟
𝑙𝑛𝑥 − 𝜇

𝜎

𝑐𝑜𝑛 𝐹𝑟 𝑡 𝑙𝑎 𝑐𝑑𝑓 𝑑𝑒 𝑢𝑛𝑎 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑟𝑖𝑏𝑢𝑐𝑖𝑜𝑛 𝑡 𝑐𝑜𝑛 𝑟 𝑔𝑟𝑎𝑑𝑜𝑠 𝑑𝑒 𝑙𝑖𝑏𝑒𝑟𝑡𝑎𝑑.

𝐹 𝑥 =

1

2
𝛽

𝑟

2
,
1

2
;

𝑟

𝑟 +
𝑙𝑛𝑥 − 𝜇

𝜎

2 , 0 < 𝑥 ≤ 𝑒𝜇

1 −
1

2
𝛽

𝑟

2
,
1

2
;

𝑟

𝑟 +
𝑙𝑛𝑥 − 𝜇

𝜎

2 , 𝑥 ≥ 𝑒𝜇



Distribuciones 
de 

CUATRO
parámetros

Modelos 
para el 

tamaño de 
pérdidas

Distribuciones
Continuas

Esta distribución es también conocida como la beta generalizada de la 
segunda clase o Distribución Pearson tipo VI.

E X ∧x k =
θkΓ τ+ Τk γ Γ α− Τk γ

Γ α Γ τ
β τ+

k

γ
,α−

k

γ
;u +xk 1−F x ,k≻τγ

𝑀𝑜𝑑𝑜 = 𝜃
𝜏𝛾 − 1

𝛼𝛾 + 1

Τ1 𝛾

, 𝑠𝑖 𝜏𝛾 > 1, 𝑑𝑒 𝑙𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑟𝑖𝑜 𝑒𝑙 𝑚𝑜𝑜𝑑𝑜 𝑒𝑠𝑡𝑎 𝑒𝑛 0

Distribución 

Beta 
transformada



Modelos 
para el 

tamaño de 
pérdidas

Distribuciones
Continuas

Distribución 
Beta

Dichas distribuciones pueden ser usadas en conexión con la descripción de pérdidas como 

porcentajes de las pérdidas máximas con apoyo en 0,1 . En las distribuciones que se enumeran a 

continuación, el apoyo esta en 0, 𝜃 .

Distribución  
Beta 

generalizada

𝐸 𝑋 ∧ 𝑥 𝑘 =
𝜃𝑘𝑎 𝑎 + 1 … 𝑎 + 𝑘 − 1

a + b a + b + 1 … a + b + k − 1
𝛽 𝑎 + 𝑘, 𝑏; 𝑢 + 𝑥𝑘 1 − 𝛽(𝑎, 𝑏; 𝑢)

𝐸 𝑋 ∧ 𝑥 𝑘 =
𝜃𝑘Γ(𝑎 + 𝑏)Γ 𝑎 + 𝑘/𝜏

Γ(𝑎)Γ(𝑎 + 𝑏 + 𝑘/𝜏)
𝛽 𝑎 + 𝑘/𝜏, 𝑏; 𝑢 + 𝑥𝑘 1 − 𝛽(𝑎, 𝑏; 𝑢)

Distribuciones con soporte finito



Distribuciones Selectas
• Existen muchas maneras para organizar las 

distribuciones en grupos. La misma distribución 
puede aparecer en mas de un sistema, 
indicando que hay muchas relaciones entre las 
distribuciones mas allá de las presentadas aquí.

• Algunos de los sistemas aqui presentados son 
particularmente útiles para la modelización de 
riesgos, porque todos los miembros tienen 
apoyo en la línea real positiva y todos tienden a 
ser sesgados hacia la derechaa.

Familia Beta transformada

Familia gamma transformada inversa
Dos familias paramétricas importantes

Modelos para el tamaño de las pérdidas



Familia Beta transformada

Beta transformado miembros anidados-I



Familia gamma transformada inversa

Beta transformado miembros anidados-II



Distribuciones Limitantes
• Otra manera de relacionar las 

distribuciones es observar lo que 
sucede con los parámetros , por 
ejemplo, como se relacionan los valores 
límite ya será en cero o en infinito

Modelos para el tamaño de las pérdidas



Distribución Caso límite

Burr
(Es una distribución beta transformada con 𝜏= 1)

Weibull

Inversa de Burr Inversa de Weibull

Pareto
(Dejando 𝜏 = 𝛾 = 1 )

Exponencial

Inversa Pareto Inversa exponencial

• Reconociendo que mediante la sustitución de ciertos parámetros se puede dar 
cabida a nuevas Distribuciones y aproximaciones hacia un caso límite se da como 
resumen la siguiente tabla

lim
𝛼→∞

𝑒−𝛼𝛼𝛼−1/2 2𝜋 Τ1 2

Γ(𝛼)
= 1

Formula de de Stirling`s ,

provee una aproximación para la función gamma



Miembros anidados de la gamma transformada

Miembros anidados de la inversa transformada



Dandose relaciones de 
distribución y 

características entre las
distribuciones

En el siguiente cuadro 
podemos ver que la 

Beta transformada y su 
familia de 

distribuciones

Mediante sustituciones en las 
ecuaciones dadas de las 

familias de distribuciones se da 
paso a nuevas distribuciones, 

ya sean de manera 
transformada o inversas



“Beta transformada” familia de distribuciones



El rol de los parámetros
• Una forma de clasificar modelos es 

sobre la base del número de 
parámetros en el modelo. El número 
de parámetros necesitados en el 
modelo indica la complexidad del 
modelo.

• Los parámetros determinan sí el 
modelo es SIMPLE o COMPUESTO.

Modelos para el tamaño de las pérdidas



MODELOS SIMPLES
• Tienen menos parámetros requeridos en la 

especificación con lo que cada uno puede ser 
determinado con mayor precisión.

• Es más propenso a ser estable cuando es usado a 
través del tiempo y  a través de los ajustes.

• Puede proporcionar un suavizado necesario.

• Los datos pueden ser frecuentemente 
irregulares.

MODELOS COMPUESTOS
• Con muchos parámetros necesarios en su 

especificación, puede coordinar más de cerca la 
realidad.

• Puede coordinar más irregularidades 
observadas en los datos.



Ejemplo de una distribución escalar

Distribuciones 
paramétricas y 

escalares

Los usos más comunes para 
este fenómeno son para 
modelar el efecto de la 

inflación y para acomodar los 
cambios en las unidades 

monetarias.

La función de probabilidad de la distribución exponencial

𝐹𝑥 𝑥 = 1 − 𝑒− Τ𝑥 𝜃 , 𝑥 > 0

Estas son las distribuciones  
más simples es esta 
subsección, porque 
típicamente solo un 

pequeño  número de 
valores necesitan ser 

especificados.

Son un conjunto de funciones de distribución, cada 
miembro de las cuales es determinada mediante la 

especificación de uno o más valores llamados 
parámetros. 

Una distribución paramétrica es una 
distribución escalar si, cuando una 

variable aleatoria de ese conjunto de 
distribuciones es multiplicada por una 

constante positiva, la variable aleatoria 
resultante está también en aquel 

conjunto de distribuciones.



Distribuciones de 
mezclas finitas

Tienen distribuciones que son promedios ponderados 
de otras funciones de distribución.

Una variable aleatoria Y es una mezcla de punto k de las variables aleatorias 𝑋1, 𝑋2,…, 𝑋𝐾, si su función 

de distribución normal está dada por
𝐹𝑌 𝑦 = 𝑎1𝐹𝑥1 𝑦 + 𝑎2𝐹𝑥2 𝑦 +⋯+ 𝑎𝑘𝐹𝑥𝑘 𝑦 ,

Esta asigna esencialmente peso a 𝑎𝑗 , a la distribución j-enésima. Los pesos son usualmente considerados 

como parámetros

Modelos semiparamétricos 

Son distribuciones de mezcla de componente variable si  tienen una función de distribución  de probabilidad que 

se puede escribir como: 

𝐹 𝑥 =෍

𝑗=1

𝐾

𝑎𝑗𝐹𝑗(𝑥) ,෍

𝑗=1

𝐾

𝑎𝑗 = 1, 𝑎𝑗 > 0, 𝑗 = 1 , … , 𝐾, 𝐾 = 1,2…



La función de densidad es:

Ejemplo 4.11:

Mezcla de dos puntos de la distribución de gammas

𝑓 𝑥 = 0.5
𝑥3𝑒− Τ𝑥 7

3! 74
+ 0.5

𝑥14𝑒− Τ𝑥 7

14! 715

Ilustrar como una mezcla de dos puntos de variables gamma puede crear una distribución bimodal. 

Considere una mezcla de dos distribuciones gamma con pesos iguales. 

Una tiene parámetros α=4 y θ=7 (para una modalidad de 21) y el otro tiene parámetros α=15 y θ=7 (para 

una modalidad de 98). 



Son al menos tan complejas como el conocimiento de 
los datos que las producen, y el número de “parámetros” 

aumenta como el número de puntos o la cantidad de 
conocimiento se incrementa.

Modelo de suavizado de Kernel

𝑓 𝑥 =෍

𝑗=1

5

𝑝6 𝑥𝑗 𝐾𝑗 𝑥 ,

𝐾𝑗 𝑥 = ቊ
0

0.25,

𝑥 − 𝑥𝑗 > 2,

𝑥 − 𝑥𝑗 ≥ 2,

Donde la suma se toma sobre los cinco puntos donde 
el modelo original tiene probabilidad positiva.

El modelo de suavizado de Kernel y la distribución empírica pueden ser escritas también como distribuciones 
de mezcla. La razón para que esos modelos sean clasificados separadamente es que el número de componentes 
están directamente relacionados con el tamaño de la muestra. 

La función de densidad completa es la suma de cinco 
funciones, las cuales son ilustradas en la Figura

Distribuciones 
Data-dependientes



Distribuciones de Colas
• La cola de una distribución (mas 

adecuadamente, la cola derecha) es 
la porción de la distribución 
correspondiente a los grandes 
valores de la variable aleatoria.

• Las distribuciones de cola pesada 
son particularmente importantes 
para el riesgo operativo en conexión 
con la teoría de valor extremo .

Modelos para el tamaño de las pérdidas



Clasificación basada en momentos
Una forma de clasificar la distribución es en base de la existencia de 
momentos

En todos los momentos positivos sólo 
hasta un cierto valor indica ( la existencia 
de algún momento positivo en absoluto) 

una cola derecha pesada.

Todos  los momentos 
positivos indican una cola 

derecha ligera.



𝜇𝑘
′ = න

0

∞

𝑥𝑘
𝑥𝛼−1𝑒− Τ𝑥 𝜃

Γ(𝛼)𝜃𝛼
𝑑𝑥

𝜇𝑘
′ =

𝜃𝑘

Γ α
Γ 𝛼 + 𝑘 < ∞ 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑡𝑜𝑑𝑜𝑠 𝑙𝑜𝑠 𝑘 > 0

• Para la distribución gamma todos los 
momentos positivos SI existen.

• La distribución gamma tiene una cola 
ligera.

𝜇𝑘
′ = 𝛼𝜃𝛼න

0

∞

෍

𝑗=0

𝑘
𝑘

𝑗
𝑦𝑗−𝛼−1(−𝜃)𝑘−𝑗𝑑𝑦

𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟𝑒𝑠 𝑒𝑛𝑡𝑒𝑟𝑜𝑠 𝑑𝑒 𝑘

𝜇𝑘
′ = න

0

∞

𝑥𝑘
𝛼𝜃𝛼

𝑥 + 𝜃 𝛼+1 𝑑𝑥

• Para la distribución de Pareto los 
momentos positivos NO existen.

• La distribución de Pareto tiene una cola
pesada.

Momentos de prima Momentos de prima

Distribución gamma Distribución de Pareto



Clasificación basada en el 
comportamiento de la cola

Una muestra comúnmente usada de que una distribución tiene 

una cola más pesada que otra distribución con el mismo 

promedio es: “ que la relación de las dos funciones de 

supervivencia debe divergir a infinito (con la distribución de 

cola más pesada en el numerador) mientras la razón se hace 

grande”.

La divergencia implica que la distribución del numerador ponga 

significativamente más probabilidad en los valores grandes.

Aplicacion del radio en la regla de L’Hො𝑜pital.



Colas de las distribuciones 
Gamma y de Pareto

Se obtiene como resultado que ,la 
distribución de Pareto tiene una cola 

más pesada que la distribución 
gamma, usando el límite de la 

relación de sus funciones de densidad.

lim
𝑥→∞

𝑓𝑃𝑎𝑟𝑒𝑡𝑜 𝑥

𝑓𝑔𝑎𝑚𝑚𝑎 𝑥
= lim

𝑥→∞

𝛼𝜃𝛼 𝑥 + 𝜃 −𝛼−1

𝑥𝜏−1𝑒− Τ𝑥 𝜆𝜆−𝜏Γ 𝜏 −1

= 𝑐 lim
𝑥→∞

𝑒 Τ𝑥 𝜆

𝑥 + 𝜃 𝛼+1𝑥𝜏−1

> 𝑐 lim
𝑥→∞

𝑒 Τ𝑥 𝜆

𝑥 + 𝜃 𝛼+1



Clasificación basada en la 
función de tasa de riesgo

• La función de tasa de riesgo también revela información sobre 
la cola de la distribución.

• Comparaciones entre las distribuciones pueden ser hechas 
sobre la base de la tasa de incremento o decremento de la 
función de tasa de riesgo.

Tasa de riesgo Decreciente

Tasa de riesgo Creciente

Cola pesada

Cola ligera



Distribución gamma

Función de tasa de riesgo ( Creciente)

Distribución de Pareto

Función de tasa de riesgo (Decreciente)

ℎ 𝑥 =
)𝑓(𝑥

)𝐹(𝑥
=
𝛼𝜃𝛼 𝑥 + 𝜃 −𝛼−1

𝜃𝛼 𝑥 + 𝜃 −𝛼 =
𝛼

𝑥 + 𝜃
)𝑓(𝑥 + 𝑦

)𝑓(𝑥
=

𝑥 + 𝑦 𝛼−1𝑒− Τ𝑥+𝑦 𝜃

𝑥𝛼−1𝑒− Τ𝑥 𝜃
= 1 +

𝑦

𝑥

𝛼−1

𝑒− Τ𝑦 𝜃 ,

Y entonces, si 𝑓 𝑥 + 𝑦 /𝑓(𝑥) es una 
función creciente de 𝑥 para cualquier fijo 
𝑦, entonces Τ1 ℎ (𝑥) será cada vez mayor 
en 𝑥 , entonces la variable aleatoria tendrá 
una tasa de riesgo decreciente.

Que es estrictamente creciente en 𝑥, 
siempre que 𝛼 < 1 y estrictamente 
decreciente en 𝑥, si 𝛼 > 1. Por esta 
medida, algunas distribuciones gamma 
tienen una cola pesada (esos con 𝛼 < 1) y 
algunos tienen una cola ligera.

1

)ℎ(𝑥
=
𝑥׬
∞
𝑓 𝑡 𝑑𝑡

)𝑓(𝑥
=
0׬
∞
𝑓 𝑥 + 𝑦 𝑑𝑦

)𝑓(𝑥



Función de exceso medio es decreciente en d

Función de exceso medio es Creciente en d

Cola Ligera

Cola Pesada

𝑒 𝑑 =
0׬
∞
𝐹 𝑥 𝑑𝑥

൯𝐹(𝑑
= න

0

∞ ൯𝐹(𝑦 + 𝑑

൯𝐹(𝑑
𝑑𝑦

Función de exceso de perdida media

También nos da información sobre el peso de la cola.

La función de exceso de perdida media



Creando nuevas 
distribuciones
• Nuevas distribuciones paramétricas 

pueden ser creadas desde las existentes.

• En cada caso, una nueva variable es creada 
transformando la variable aleatoria 
original de alguna otra manera o utilizando 
algún otro método.

Modelos para el tamaño de pérdidas



Multiplicación por una 
constante

Transformación por elevar a 
una potencia

Distribuciones de mezclas 
continuas

Modelos de fragilidad

Empalmando piezas de 
distribuciones

Creando 
nuevas 

distribuciones



Ejemplo 4.20
Sea X que toma la pdf f x = e−x, x > 0. 
Determinar la función de distribución 
acumulada y la pdf de Y = θX

𝐹𝑥 𝑥 = 1 − 𝑒−𝑥,

𝐹𝑌 𝑦 = 1 − 𝑒− Τ𝑦 𝜃,

𝑓𝑌 𝑦 =
1

𝜃
𝑒− Τ𝑦 𝜃.

Reconocemos esta 
como la distribución 

exponencial.

Multiplicación por una 
constante

Esta transformación es equivalente a 
aplicar el tamaño de la perdida de la 
inflación uniformemente a través de todos 
los niveles de pérdida y es conocido como 
un cambio de escala.



Transformación por elevar a una potencia

Cuando al elevar una distribución a una 
potencia, las distribuciones resultantes 

son:

𝜏 > 0 Distribución transformada

𝜏 = −1 Distribución inversa

𝜏 < 0 Distribución Inversa transformada

Distribución cdf Distribución Con el parámetro de 
escala añadido

Exponencial inversa sin 
parámetros

𝐹 𝑦 = 1 − 1 − 𝑒− Τ1 𝑦 = 𝑒− Τ1 𝑦 Weibull 𝐹 𝑦 = 1 − 𝑒𝑥𝑝 − ൗ
𝑦
𝜃

𝑟

Transformada exponencial 
sin parámetros 

𝐹 𝑦 = 1 − ex p −𝑦𝜏 Inversa Weibull 𝐹 𝑦 = 𝑒𝑥𝑝 − ൗ𝜃 𝑦
𝑟



Distribuciones de 
mezclas continuas 

El concepto de mezcla puede ser extendido 
desde la mezcla de un número finito de variables 
aleatorias hasta la mezcla de un número 
incontable.

Un fenómeno interesante es que la mezcla de 
distribuciones  continuas son a menudo de 
cola pesada; por lo tanto, mezclando es una 
buena manera para generar modelos de cola 
pesada.

.• Este tipo de mezcla de distribuciones 
puede surgir naturalmente como una 
descripción de incertidumbre sobre el 
parámetro de interés. 

• Las mezclas continuas son
particularmente útiles para proporcionar
un modelo para la incertidumbre de los
parámetros.

• El valor exacto de un parámetro no es 
conocido, pero una función de densidad 
de probabilidad puede ser determinada 
para describir los posibles valores del 
parámetro. 

Formulas



Modelos de fragilidad

La fragilidad tiene la intención de cuantificar la incertidumbre asociada con la tasa de riesgo.

Comenzamos introduciendo una variable aleatoria de fragilidad Λ > 0 y definimos la tasa 
de riesgo condicional (haciendo Λ = 𝜆) de X para ser 

)ℎ𝑥 ǀ Λ 𝑥 𝜆 = 𝜆𝑎(𝑥

En la especificación anterior de la tasa de riesgo condicional, la cantidad de incertidumbre 𝜆
actúa de una manera multiplicativa. Por lo tanto, el nivel de la tasa de riesgo es la cantidad 
incierta, no la forma de la función de riesgo. 

Función de supervivencia condicional 𝐹𝑋 ǀ Λ 𝑥 𝜆 = 𝑒− 0׬
∞
ℎ𝑥 ǀ Λ 𝑡 𝜆 𝑑𝑡 = 𝑒−𝜆𝐴(𝑥)

Función de supervivencia marginal 𝐹𝑋 𝑥 = 𝐸 𝑒−⋀𝐴(𝑥) = 𝑀⋀ −𝐴(𝑥)



Empalmando piezas 
de las distribuciones
Es un modelo que esta  compuesto por dos 

o  más procesos separados, responsables de 
la generación de las pérdidas.

Cuando se utilizan modelos paramétricos, la 
motivación para el empalme es que el 

comportamiento de la cola para grandes 
pérdidas puede ser diferente del 

comportamiento para pequeñas pérdidas

Del mismo modo, cuando hay una gran cantidad 
de datos por debajo de un cierto valor, pero una 

cantidad limitada de información por encima, 
por razones teóricas o prácticas, podríamos usar 

alguna distribución hasta cierto punto y un 
modelo paramétrico más allá de ese punto.

𝑓𝑋 𝑥 =

𝑎1𝑓1 𝑥 , 𝑐0 < 𝑥 < 𝑐1,
𝑎2𝑓2 𝑥 , 𝑐1 < 𝑥 < 𝑐2,
. .
. .
. .
𝑎𝑘𝑓𝑘 𝑥 , 𝑐𝑘 < 𝑥 < 𝑐𝑘,

Función  de densidad de un componente-empalmado

Un modelo se dedica a gobernar el 
comportamiento de las pérdidas en algunos 

intervalos de las posibles pérdidas, otros 
modelos cubren los otros intervalos.



TVaR para distribuciones continuas

Distribuciones elípticas 
continuas

Distribuciones de 
dispersión exponencial 

continuas 

El valor en riesgo de la cola(TvaR) para cualquier cantidad puede 
ser computada directamente para cualquier distribución continua 

con una media finita



Distribuciones 
elípticas continuas

Son distribuciones donde los contornos de la 
versión multivariante de la distribución forman 
elipses. Las distribuciones elípticas univariables 

son las distribuciones marginales 
correspondientes. 

Estas distribuciones NO son normalmente 
usadas por los modelos de pérdidas, porque 
ellos tienen apoyo positivo y negativo. Sin 
embargo, se pueden utilizar para modelar 

variables aleatorias, como las tasas de 
retorno, que pueden tomar valores positivos y 

negativos. 

Distribución elíptica 
univariable

Distribución elíptica 
Multivariable

Distribución normal Distribución 
exponencialDistribución t

𝑇𝑉𝑎𝑅𝑝 𝑋 =
1

𝜎 ത𝐹 𝑥𝑝
ҧ𝐺
1

2

𝑥𝑝−𝜇

𝜎

2



• La familia de modelos de dispersión 
exponenciales reproductivos (REDF)

Obtienen resultados analíticos para una 
amplia clase de distribuciones generalizando 

los resultados a variables aleatorias que 
tienen soporte en números positivos 

únicamente.

Distribuciones de 
dispersión exponencial 

continuas
• La familia de modelos de dispersión 

exponencial aditiva (AEDF)



La familia de modelos de dispersión 

exponenciales reproductivos (REDF)
La familia de modelos de dispersión 

exponencial aditiva (AEDF)

PDF 𝑓 𝑥; 𝜃, 𝜆 = 𝑒𝜆[𝜃𝑥−𝜅 𝜃 ]𝑞(𝑥; 𝜆) 𝑓 𝑥; 𝜃, 𝜆 = 𝑒𝜃𝑥−𝜆𝜅 𝜃 𝑞(𝑥; 𝜆

Media
𝜇 = 𝜅′ 𝜃 𝜇 = 𝜆𝜅′ 𝜃

Varianza Var 𝑋 = 𝜅′′ 𝜃 /𝜆 = 𝜅′′ 𝜃 /𝜎2 Var 𝑋 = 𝜆𝜅′′ 𝜃 = 𝜆𝜅′′ 𝜃 /𝜎2

Densidad

Distribución normal

𝑓 𝑥 =
1

2𝜋𝜎
𝑒𝑥𝑝 −

1

2

𝑥 − 𝜇

𝜎

2

Distribución inversa Gaussiana

𝑓 𝑥 =
𝜆

2𝑥3
𝑒𝑥𝑝 −

𝜆 𝑥−𝜇 2

2𝜇2𝑥

Distribución gamma

𝑓 𝑥 =
1

𝑥Γ(𝛼)

𝑥

𝛽

2

𝑒𝑥𝑝 −
𝑥

𝛽

Valor en riesgo de la cola de 
la distribución

TVaR𝑝 𝑋 = 𝜇 + ℎ𝜎2 𝑇𝑉𝑎𝑅𝑝 𝑋 = 𝜇 + ℎ

TVaR

Distribución normal

TVaR𝑝 𝑋 = 𝜇 +
1

𝜎

𝜙 𝜆(𝑥𝑝 − 𝜃)

1 − Φ 𝜆(𝑥𝑝 − 𝜃)
𝜎2

Distribución inversa Gaussiana

TVaR𝑝 𝑋 = 𝜇 + ℎ𝜎2 = 𝜇 +
ℎ

𝜆

Distribución gamma

TVaR𝑝 𝑋 = 𝜇
ത𝐹 𝑥𝑝; 𝜃, 𝜆 + 1

ത𝐹 𝑥𝑝; 𝜃, 𝜆
.

Tabla resumen



PARTE II
Herramientas 
probabilísticas para el 
modelado del riesgo 
operacional
CAPITULO 5- Modelos para el número de pérdidas 
Distribuciones de Recuento



Distribuciones de Recuento
En un contexto de riesgo operacional, las
distribuciones de recuento describen el
número de pérdidas o el número de eventos
que causan pérdidas tales como cortes de
energía que causan interrupción del negocio.

Con una comprensión de ambos, el número de
pérdidas y el tamaño de las pérdidas, podemos
tener una comprensión más profunda de una
variedad de temas relacionados con el riesgo
operacional que si sólo tenemos información
sobre las pérdidas totales históricas.

Modelos para el número de pérdidas



Propiedades de la 
distribución de Poisson

Distribución de Poisson

Esto la hace potencialmente útil 
para conjuntos de datos en el que 

la varianza de la muestra 
observada es menor que la media 

de la muestra.

𝑝𝑘 =
𝑒−𝜆𝜆𝑘

𝑘!
, 𝑘 = 0, 1, 2…

𝑃 𝑧 = 𝑒𝜆(𝑧−1), 𝜆 > 0

𝑉a𝑟 𝑁 = 𝜆

Función de probabilidad

Función  generadora de probabilidad

Varianza = Media

Distribuciones de Recuento

Las pérdidas pueden ser clasificadas en m 
distintos tipos, y cada nueva distribución 
dada seria también Poisson pero con un 

nuevo parámetro de Poisson.



Propiedades de la 
distribución Binomial 
negativa

Distribución Binomial negativa

Ha sido usada extensamente como 
una alternativa a la distribución de 

Poisson

Tiene probabilidades positivas en los 
términos no-negativos, porque tiene dos 
parámetros dando así, más flexibilidad en 

la forma que la de Poisson.

Función de probabilidad: 

Función  generadora de probabilidad

𝐸 𝑁 = 𝑟𝛽

Distribuciones de Recuento

Pr 𝑁 = 𝑘 = 𝑝𝑘 = 𝑘 + 𝑟 − 1𝑘
1

1 + 𝛽

𝑟
𝛽

1 + 𝛽

𝑘

𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑟 > 0, 𝛽 > 0

𝑃 𝑧 = 1 − 𝛽 𝑧 − 1 −𝑟

Varianza 𝑉ar N = rβ 1 + βMedia

La distribución geométrica es el 
caso especial de la distribución 

binomial no-negativa cuando 𝑟 = 1,
es el análogo discreto de las

distribuciones exponenciales de
recuento.

Propiedad sin 
memoria



Distribución Binomial

𝑃 𝑧 = 1 − 𝑞 𝑧0 + 𝑞𝑧1 = 1 + 𝑞(𝑧 − 1)

Función  generadora de probabilidad

Varianza < Media

Distribuciones de Recuento

Describe una situación física en 
donde los riesgos m están cada uno 

sujeto a la pérdida

𝐸 𝑁 = 𝑚𝑞, 𝑉ar 𝑁 = 𝑚𝑞 1 − 𝑞

Esto la hace potencialmente útil para 
conjuntos de datos en el que la varianza 
de la muestra observada es menor que 

la media de la muestra

Es una distribución continua 
que surge naturalmente en 

los modelos de pérdidas.

Propiedades de 
la distribución 
Binomial



La Clase (a,b,0)Distribuciones de Recuento

𝑘
𝑝𝑘
𝑝𝑘−1

= 𝑎𝑘 + 𝑏, 𝑘 = 1,2,3 . . .

Función  recursiva

Distribución a b

𝐩𝟎
Valor inicial para 

la recursión
Poisson 0 𝜆 𝑒−𝜆

Binomial
−

𝑞

1 − 𝑞
(𝑚 + 1)

𝑞

1 − 𝑞
1 − 𝑞 𝑚

Binomial 

Negativa
𝛽

1 + 𝛽
(𝑟 − 1)

𝛽

1 + 𝛽
1 + 𝛽 −𝑟

Geométrica 𝛽

1 + 𝛽
0 1 + 𝛽 −1

Miembros de clase (a, b, 0)
Propiedades de la Clase (a,b,0)

Esta distribución describe una situación 
física en donde los riesgos m están cada 

uno sujeto a la perdida. 

La clase de distribución (a, b, 0) es de 
dos parámetros, los dos parámetros 

siendo a y b.



Ejemplo 5.4 

Figura 5.1 Grafico de la relación Τ𝑘𝑛𝑘 𝑛𝑘−1 contra k

Este ejemplo es de datos de seguros, donde estamos interesados en la búsqueda de
una distribución para el número de accidentes por automóvil. Para los 9461
automóviles estudiados, el número de accidentes se registra en la tabla. También se

registró en la tabla, el valor observado de la cantidad que debe ser lineal

Se puede observar en la gráfica que:
• La cantidad de interés parece aproximadamente lineal 

excepto por el punto en 𝑘 = 6.
• La fiabilidad de las cantidades como k disminuye a medida 

que aumenta porque el número de observaciones
• Visualmente, todos los puntos parecen tener igual valor. Sin 

embargo, los puntos en la izquierda son más exactos que los 
puntos en la derecho.

• A partir del gráfico, se puede observar que la pendiente es 
positiva y los datos aparecen aproximadamente lineales. Esto 
sugiere que la distribución negativa lineal es un candidato 
apropiado para un modelo.

• Gráficamente, es difícil distinguir entre la distribución de 
Poisson y la binomial negativa, porque la de Poisson requiere 
una pendiente de 0.



Número de accidentes, k
Número de automóviles, 

𝑛𝑘
𝑘

𝑛𝑘
𝑛𝑘−1

0 7840

1 1317 0.17

2 239 0.36

3 42 0.53

4 14 0.33

5 4 1.43

6 4 6.00

7 1 1.75

8+ 0

Total 9461

Tabla 5.2 Perfil del accidente



La Clase (a,b,1)Distribuciones de Recuento

𝑝
𝑘
= 𝑝𝑘 − 1 𝑎 +

𝑏

𝑘
, 𝑘 = 2,3,… ,

Propiedades de la 

Clase (a,b,1)

Por analogía en el contexto del riesgo operacional, si la probabilidad de una 
perdida para un proceso de negocio particular es baja, la probabilidad en 

cero es más grande.

Función  recursiva
Distribución 

Truncada
• Truncada cero de 

poisson

• Truncada cero 
binomial

• Truncada cero 
binomial 
negativa

Distribución cero-
modificada

• Pueden ser vistas 
como una mezcla 
de la distribución 
(a, b, 0) y una 
distribución 
generadora con 
toda la 
probabilidad en 
cero.

Cuando 𝑟 → 0, el caso limitante de la ETNB es la distribución 
logarítmica con

𝑝𝑘
𝑇=

Τ𝛽 1 + 𝛽 𝑘

𝑘 ln 1 + 𝛽
, 𝑘 = 1, 2,3, … ,

El caso extremo especial con −1 < 𝑟 < 0 y 𝛽 → ∞

𝑃 𝑧 = 1 − 1 − 𝑧 −𝑟
Distribución de Sibuya



𝐃𝐢𝐬𝐭𝐫𝐢𝐛𝐮𝐜𝐢ó𝐧𝛂 𝐩𝟎 a b Espacio de parámetros

Poisson 𝑒−𝜆 0 𝜆 𝜆 > 0

ZT Poisson 0 0 𝜆 𝜆 > 0

ZM Poisson Arbitraria 0 𝜆 𝜆 > 0

Binomial 1 − 𝑞 𝑚 −
𝑞

1 − 𝑞
(𝑚 + 1)

𝑞

1 − 𝑞
0 < 𝑞 < 1

ZT Binomial 0 −
𝑞

1 − 𝑞
(𝑚 + 1)

𝑞

1 − 𝑞
0 < 𝑞 < 1

ZM Binomial Arbitraria −
𝑞

1 − 𝑞
(𝑚 + 1)

𝑞

1 − 𝑞
0 < 𝑞 < 1

Binomial Negativa 1 + 𝛽 −𝑟 𝛽

1 + 𝛽
(𝑟 − 1)

𝛽

1 + 𝛽
𝑟 > 0, 𝛽 > 0

ETNB 0
𝛽

1 + 𝛽
(𝑟 − 1)

𝛽

1 + 𝛽
𝑟 > −1𝑏, 𝛽 > 0

ZM ETNB Arbitraria
𝛽

1 + 𝛽
(𝑟 − 1)

𝛽

1 + 𝛽
𝑟 > −1𝑏, 𝛽 > 0

Geométrica 1 + 𝛽 −1 𝛽

1 + 𝛽
0 𝛽 > 0

ZT Geométrica 0
𝛽

1 + 𝛽
0 𝛽 > 0

ZM Geométrica Arbitraria
𝛽

1 + 𝛽
0 𝛽 > 0

Logarítmica 0
𝛽

1 + 𝛽
−

𝛽

1 + 𝛽
𝛽 > 0

ZM Logarítmica Arbitraria
𝛽

1 + 𝛽
−

𝛽

1 + 𝛽
𝛽 > 0

Miembros 
de la clase 

(a, b, 1)



Modelos de Frecuencias 
Compuestas

Una larga clase de distribuciones puede ser creada 
por el proceso de mezcla de cualesquiera dos 

distribuciones discretas.

El término combinando refleja la idea del pgf de la nueva distribución 𝑃(𝑧) es 
escrita como:

𝑃 𝑧 = 𝑃𝑁 𝑃𝑀 𝑧

• Añadiendo, borrando o modificando la probabilidad en cero en la distribución 
secundaria no añade una nueva distribución, porque es equivalente a modificar el 
parámetro 𝜃 de la distribución primaria. 

• Por ejemplo, una distribución primaria con Poisson, Poisson truncada cero, o una 
distribución secundaria de Poisson modificada cero seguirá conduciendo a una 
distribución Neyman Tipo A (Poisson-Poisson).



𝑔𝑘=
1

1−𝑎𝑓0
σ𝑗=1
𝑘 𝑎 +

𝑏𝑗

𝑘
𝑓𝑗𝑔𝑘−𝑗, 𝑘 = 1, 2, … ,Si la distribución primaria es un miembro de la clase (a, b, 0)

La formula recursiva es

Ha sido reconocida como la recursividad de Panjer
después de su introducción como una herramienta
computacional para pérdidas agregadas por (Panjer H.
,Recursive evaluation of a family of compound
distributions, 1981)

𝑔𝑘 =
𝑝1 − (𝑎 + 𝑏)𝑝0 𝑓𝑘 + σ𝑗=1

𝑘 Τ𝑎 + 𝑏𝑗 𝑘 𝑓𝑗𝑔𝑘−𝑗

1 − 𝑎𝑓0
,

𝑘 = 1, 2, 3, … ,

Si la distribución primaria es un miembro de la clase (a, b, 1), 

la formula recursiva es 

Calculo recursivo de las probabilidades compuestas

La recursividad de Panjer 



INVENTARIO DE 
DISTRIBUCIONES 

DISCRETAS



Distribución Es un caso especial de Es un caso limitante de

Poisson ZM Poisson

Binomial negativa
Poisson-Binomial

Poisson-Inv. Gaussiana
Polya-Aeppli𝑎

Neyman-A𝑏

ZT Poisson ZM Poisson ZT Binomial negativa
ZM Poisson ZM Binomial negativa

Geométrica
Binomial Negativa,

ZM Geométrica
Geométrica-Poisson

ZT Geométrica ZT Binomial negativa.
ZM Geométrica ZM Binomial negativa

Logarítmica ZT Binomial negativa
ZM Logarítmica ZM Binomial negativa

Binomial ZM Binomial

Binomial negativa
ZM Binomial negativa,

Poisson-ETNB
Poisson-Inversa 

Gaussiana
Poisson-ETNB

Polya-Aeppli Poisson-ETNB
Neyman-A Poisson-ETNB

Relaciones 
entre las 

distribuciones 
discretas



Distribuciones Discretas

La clase (a, b, 0)

* Poisson

* Geométrica

*Binomial

*Binomial 
Negativa

La clase (a, b, 1) La subclase 
truncada cero

* Poisson truncada cero

*Geométrica truncada cero

*Logarítmica

*Binomial truncada cero

*Binomial negativa truncada cero

La subclase 
modificada cero

La clase 
compuesta

*Binomial-Poisson

*Poisson-Poisson

*Binomial negativa truncada geométrica 
extendida

*Poisson geométrica

*Binomial negativa truncada Poisson Extendida

*Aeppli-Polya

*Gaussiana Inversa Poisson



La clase (a, b, 0)
Distribución

Probabilidad
(n = 0)

Probabilidad
(n =k)

Esperanza/ Varianza
Distribución 

generadora de 
probabilidad

Poisson
𝑝0 = 𝑒−𝜆,
𝑎 = 0, 𝑏 = 𝜆, 𝑝𝑘 =

𝑒−𝜆𝜆𝑘

𝑘!

𝐸 𝑁 = 𝜆,
Var N = λ,

𝑃 𝑧 = 𝑒𝜆(𝑧−1)

Geométrica
𝑝0 =

1

1 + 𝛽
,

𝑎 =
𝛽

1 + 𝛽
, 𝑏 = 0

𝑝𝑘 =
𝛽𝑘

1 + 𝛽 𝑘+1

𝐸 𝑁 = 𝛽,
Var N = β 1 + β

𝑃 𝑧 = [1 − 𝛽 𝑧 − 1 ]−1

Binomial

𝑝0 = 1 − 𝑞 𝑚 ,

𝑎 = −
𝑞

1 − 𝑞
,

𝑏 =
𝑚 + 1 𝑞

1 − 𝑞

𝑝𝑘 =
𝑚
𝑘

𝑞𝑘 1 − 𝑞 𝑚−𝑘 ,

𝑘 = 0,1, … ,𝑚,
𝐸 𝑁 = 𝑚𝑞,

𝑉ar 𝑁 = 𝑚𝑞 1 − 𝑞
𝑃 𝑧 = [1 + 𝑞 𝑧 − 1 ]𝑚

Binomial
Negativa

𝑝0 = 1 + 𝛽 −𝑟 ,

𝑎 =
𝛽

1 + 𝛽
,

𝑏 =
𝑟 − 1 𝛽

1 + 𝛽

𝑝𝑘 =
𝑟 𝑟 + 1 … 𝑟 + 𝑘 − 1 𝛽𝑘

𝑘! 1 + 𝛽 𝑟+𝑘

𝐸 𝑁 = 𝑟𝛽,
𝑉a𝑟 𝑁 = 𝑟𝛽 1 + 𝛽

𝑃 𝑧 = [1 − 𝛽 𝑧 − 1 ]−1



Distribución
Probabilidad

(n=0)

Probabilidad
(n=k)

Esperanza/ Varianza
Distribución generadora de 

probabilidad

Poisson 
truncada 

cero

𝑝1
𝑇 =

𝜆

𝑒𝜆 − 1
,

𝑎 = 0,
𝑏 = 𝜆

𝑝𝑘
𝑇 =

𝜆𝑘

𝑘! (𝑒𝜆 − 1)

𝐸 𝑁 =
𝜆

1 − 𝑒−𝜆
,

𝑉ar[𝑁] = 𝜆[1 − 𝜆 + 1 𝑒−𝜆]/(1 − 𝑒−𝜆)2,
𝑃 𝑧 =

𝑒𝜆𝑧 − 1

𝑒𝜆 − 1
.

Geométrica 
truncada 

cero

𝑝1
𝑇 =

1

1 + 𝛽
,

𝑎 =
𝛽

1 + 𝛽
,

𝑏 = 0

𝑝𝑘
𝑇 =

𝛽𝑘−1

1 + 𝛽 𝑘
E 𝑁 = 1 + 𝛽 , 𝑉ar[𝑁] = 𝛽(1 + 𝛽), 𝑃 𝑧 =

[1 − 𝛽 𝑧 − 1 ]−1− 1+ 𝛽 −1

1 − 1 + 𝛽 −1

Logarítmica

𝑝1
𝑇 =

𝛽

1 + 𝛽 𝑙𝑛 1 + 𝛽
,

𝑎 =
𝛽

1 + 𝛽
,

𝑏 =
𝛽

1 + 𝛽

𝑝𝑘
𝑇 =

𝛽𝑘

𝑘 1 + 𝛽 𝑘𝑙𝑛 1 + 𝛽

E 𝑁 = 𝛽/ln(1 + 𝛽) ,

𝑉ar[𝑁] =
𝛽[1 + 𝛽 − 𝛽/ln(1 + 𝛽)]

ln(1 + 𝛽)
, 𝑃 𝑧 = 1 −

𝑙𝑛[1 − 𝛽 𝑧 − 1 ]

ln(1 + 𝛽)

La sub clase truncada cero



Distribución Binomial truncada cero Binomial negativa truncada cero

Probabilidad 
(n = 0)

𝑝1
𝑇 =

𝑚 1 − 𝑞 𝑚−1𝑞

1 − 1 − 𝑞 𝑚
,

𝑎 =
𝑞

1 + 𝑞
, 𝑏 =

𝑚 + 1 𝑞

1 − 𝑞
,

𝑝1
𝑇 =

𝑟𝛽

1 + 𝛽 𝑟+1 − (1 + 𝛽)
, 𝑎 =

𝛽

1 + 𝛽
,

𝑏 =
𝑟 − 1 𝛽

1 + 𝛽

Probabilidad
( n=k)

𝑝𝑘
𝑇 =

𝑚
𝑘

𝑞𝑘 1 − 𝑞 𝑚−𝑘

1 − 1 − 𝑞 𝑚 , 𝑘 = 1,2,… ,𝑚, 𝑝𝑘
𝑇 =

𝑟 𝑟 + 1 …(𝑟 + 𝑘 − 1)

𝑘! [ 1 + 𝛽 𝑟 − 1]

𝛽

1 + 𝛽

𝑘

Esperanza/
Varianza

𝐸 𝑁 =
𝑚𝑞

1 − 1 − 𝑞 𝑚

𝑉ar[𝑁] =
𝑚𝑞[ 1 − 𝑞 − 1 − 𝑞 +𝑚𝑞 1 − 𝑞 𝑚]

1 − 1 − 𝑞 𝑚 2

𝐸[𝑁] =
𝑟𝛽

1 − (1 + 𝛽)−𝑟

𝑉ar[𝑁] =
𝑟𝛽[(1 + 𝛽) − (1 + 𝛽 + 𝑟𝛽)(1 + 𝛽)−𝑟]

1 − (1 + 𝛽)−𝑟 2

Distribución 
generadora de 
probabilidad

𝑃 𝑧 =
[1 + 𝑞 𝑧 − 1 ]𝑚− 1 − 𝑞 𝑚

1 − 1 − 𝑞 𝑚 𝑃 𝑧 =
[1 − 𝛽 𝑧 − 1 ]−𝑟−(1 + 𝛽)−𝑟

1 − (1 + 𝛽)−𝑟

La sub clase truncada cero



LA CLASE 

COMPUESTA

Binomial Poisson
Esta distribución tiene una distribución primaria de Poisson 

y una secundaria binomial o, equivalente a primaria de 
Poisson y una distribución secundaria truncada cero.

Poisson-Poisson
El parámetro 𝜆1 es para la distribución primaria de Poisson, 

y el  es para la distribución secundaria de Poisson. Esta 
distribución es también llamada la  Neyman Tipo A

Binomial negativa 
truncada geométrica 

extendida

El parámetro 𝛽1 es para la distribución geométrica primaria. 
Los últimos dos parámetros son para la distribución 

secundaria, señalando que para 𝑟 = 0 la distribución 
secundaria es logarítmica

Poisson 
Geométrica

Este es un caso especial de una Poisson-Binomial negativa, 
que podría en si ser descrita como una Poisson-logarítmica-

Poisson

Binomial negativa 
truncada Poisson 

extendida

Cuando r=0 la distribución secundaria es logarítmica, 
resultando en la distribución binomial negativa. Esta 
distribución es también llamada la  Poisson-Pascal 

generalizada

Aeppli-Polya
Este es un caso especial de la Binomial negativa truncada 
Poisson-extendida con 𝑟 = 1. Es realidad es una Poisson 

geométrica o, equivalentemente, una distribución 
geométrica Poisson-Truncada.

Gaussiana Inversa 
Poisson Este es un caso especial de la binomial negativa Poisson-

extendida con r=-0.5



Distribución Es un caso especial de Es un caso limitante de

Poisson ZM Poisson
Binomial negativa, Poisson-binomial,Poisson-inv. 

Gaussiana1,Polya-Aeppli,Neyman-A

ZT Poisson ZM Poisson ZT Binomial negativa

ZM Poisson ZM Binomial negativa

Geométrica
Binomial Negativa

ZM Geométrica
Geométrica-Poisson

ZT geométrica ZT Binomial negativa

ZM geométrica ZM Binomial negativa

Logarítmica ZT Binomial negativa

ZM Logarítmica ZM negativa binomial

Binomial ZM binomial

Binomial negativa ZM Binomial negativa Poisson-ETNB

Poisson-Inversa 

Gaussiana
Poisson-ETNB

Polya-Aeppli Poisson-ETNB

Neyman-A Poisson-ETNB

La jerarquía de las distribuciones discretas



Modelos de 
frecuencia mixta

Asumen que el parámetro es 
distribuido sobre la población 
bajo consideración (el grupo)

Tienen dos etapas

1. Se selecciona un valor del parámetro

2. Se genera una observación 



Distribución 
mixta

Denotada por 
𝑈(𝜃)

Puede ser de tipo 
discreta o 

continua o incluso 
una combinación 

de discretas y 
continuas

Las Mezclas discretas son 
distribuciones de mezcla donde la 
función mixta es de tipo discreta

Las Mezclas continuas son 
distribuciones de mezcla donde la 
función mixta es de tipo continua



Un simple ejemplo de una mezcla 
de Poisson es la mezcla de dos 

puntos.

Para las distribuciones mixtas de 
Poisson la varianza es siempre 

más grande que la media

Prueba que para cualquier 
distribución de Poisson la 
distribución de mezcla es única. 

Esto nos permite identificar la 
distribución de mezcla en algunos 

casos.

El modelo es probablemente 
abreviado en el sentido de que los 

riesgos probablemente exhiben 
continuos niveles de riesgo en 

lugar de sólo dos.

Los modelos de mezcla finita 
tienen muchos parámetros a ser 

estimados , por esto, las mezclas 
continuas son preferidas 

frecuentemente.

Mezclas 
de Poisson



Nombre
Distribución secundaria 

compuesta Distribución de mezcla

Binomial negativa Logarítmica Gamma

Neyman-A Poisson Poisson

Gaussiana Poisson-Inversa ETNB (𝑟 = −0.5) Gaussiana Inversa

Pares de distribuciones Poisson compuestas y mixtas

Mezclas de Poisson



TVaR para 
distribuciones discretas

Ahora consideramos los dos modelos de 
dispersión exponencial, la familia de 
modelos de dispersión exponencial 
aditiva y la familia de modelos de 

dispersión exponencial reproductivos, 
pero aplicándolas a distribuciones 

discretas.

Modelos para el número de pérdidas



La familia de modelos de  dispersión exponencial aditiva 
(AEDF) si su función de probabilidad puede ser parametrizada 
en términos de parámetros 𝜃 y 𝜆 y expresada como

𝑓 𝑥; 𝜃, 𝜆 = 𝑒𝜃𝑥−𝜆𝜅 𝜃 𝑞 𝑥; 𝜆

Una variable aleatoria discreta X tiene una distribución de la familia 

de modelos de  dispersión exponencial reproductiva (REDF) si su 
función de probabilidad puede ser parametrizada en términos de 
parámetros 𝜃 y 𝜆 y expresada como

𝑓 𝑥; 𝜃, 𝜆 = 𝑒𝜆 𝜃𝑥−𝜅 𝜃 𝑞 𝑥; 𝜆

Media:       AEDF      𝜇 = 𝜆𝜅′ 𝜃

REDF      𝜇 = 𝜅′ 𝜃

Varianza: AEDF 𝑉ar x = 𝜆𝜅′′(𝜃) = 𝜅′′(𝜃)/𝜎2

REDF      𝑉ar x = κ′′(θ)/λ = 𝜅′′(𝜃)𝜎2

Cuando 1/𝜆 = 𝜎2 es llamado el “parámetro de dispersión”



𝑇𝑉aR𝑝 X = 𝜇 1 +
𝑓 𝑥𝑝; 𝜃, 1

ത𝐹 𝑥𝑝; 𝜃, 1

Por lo tanto la TVaR para la distribución Poisson es:

𝑇𝑉aR𝑝 X = 𝜇
ത𝐹 𝑥𝑝 − 1; 𝜃,𝑚 − 1

ത𝐹 𝑥𝑝; 𝜃,𝑚
Por lo tanto el TVaR para la distribución binomial 

𝑇𝑉aR𝑝 X = 𝜇
ത𝐹 𝑥𝑝 − 1; 𝜃, 𝑟 + 1

ത𝐹 𝑥𝑝; 𝜃, 𝑟
.Por lo tanto la TVaR para la distribución binomial negativa es:



PARTE II
Herramientas 
probabilísticas para el 
modelado del riesgo 
operacional
CAPITULO 6- Modelos de perdida agregada

Operacional Risk: Modeling Analytics, de Harry H. Panjer
Aproximación teórica tomada textualmente, se respetan los derechos de autor



Modelos de perdida agregada

• Miden la cantidad total de todas las 
pérdidas ocurridas en un periodo de tiempo 
fijo.

• Es un modelo más preciso y flexible ya que 
puede ser construido mediante el examen 
de la frecuencia y la severidad por separado



Podemos representar las pérdidas agregadas como la suma 𝑆, de una variable 
aleatoria, 𝑁, de las cantidades de pérdidas individuales (𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑁). Por 
consiguiente,

𝑆 = 𝑋1 + 𝑋2 +⋯+ 𝑋𝑁 , 𝑁 = 0,1,2,…

𝑁 como la variable aleatoria del recuento de perdida (o frecuencia) 

Modelo de perdida agregada

Las 𝑋𝑗𝑠 son las variables aleatorias individuales o de perdida sencilla (o 

severidad).

Finalmente 𝑆, es la variable aleatoria de pérdida agregada o la variable 
aleatoria de pérdida total.



El modelo compuesto para pérdidas agregadas

𝐹𝑆 𝑥 = ෍

𝑛=0

∞

൯p𝑛𝐹𝑋
∗𝑛 𝑥Distribución compuesta

Enfoque  del capitulo
• Desarrollar un modelo para la distribución 𝑁, basado en los datos.

• Desarrollar un modelo para la distribución común del 𝑋𝑗𝑠, basado en los datos.

• Usando estos dos modelos, llevar a cabo los cálculos necesarios para obtener la distribución de 𝑆

𝐸 𝑆 − 𝐸 𝑆 3 = 𝜇𝑆3 = 𝜇′𝑁1𝜇𝑋3 + 3𝜇𝑁2𝜇
′
𝑋1𝜇𝑋2 + 𝜇𝑁3 𝜇′𝑥1

3
.

Indica la variable aleatoria apropiada Indica el orden del momento

Un número primo 



Evaluación de la distribución de perdida agregada

El primer enfoque es usar una distribución de 
aproximación para evitar cálculos directos 

Ventaja

•Es simple y fácil de aplicar.

Desventajas

•No hay manera de saber que tan buena la 
aproximación es.

•La elección de diferentes distribuciones de 
aproximación puede dar lugar a resultados 
muy diferentes, particularmente en la cola 
derecha de la distribución

•La aproximación debe ser mejorada a 
medida que se utilizan más momentos.

Un segundo método es el cálculo directo. La 
parte más difícil (o de intenso computador) es la 
evaluación de las convoluciones n-𝑖𝑡𝑒𝑟𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 de 
la distribución de severidad 

1.El primer método, el método

recursivo, reduce el número de cálculos
discutidos anteriormente a𝑂(𝑚2)

2. El segundo método, el método de

inversión, numéricamente invierte una
transformación, como la función
característica o la transformada de
Fourier, usando inversión en software
general o especializado



Método recursivo
Método FFT

El cual es un algoritmo que permite la 
estimación de la FS(x) mediante la 

discretización de la función de 
distribución de F(x)

La FFT es de gran importancia en una 
amplia variedad de aplicaciones, desde 

el tratamiento digital de señales y filtrado 
digital en general a la resolución 

de ecuaciones en derivadas parciales o 
los algoritmos de multiplicación rápida de 

grandes enteros.



Valores iniciales para (𝑓𝑆 0 )recursiones

Distribución 𝒇𝑺 𝟎

Poisson exp[𝜆 𝑓0 − 1 ]

Geométrica [1 + 𝛽 1 − 𝑓0 ]−1

Binomial [1 + 𝑞 𝑓0 − 1 ]𝑚

Binomial negativa [1 + 𝛽 1 − 𝑓0 ]−𝑟

ZM Poisson 𝑝0
𝑀 + (1 + 𝑝0

𝑀)
exp 𝜆𝑓0 − 1

exp 𝜆 − 1

El método recursivo Distribución 𝒇𝑺 𝟎

ZM Geométrica 𝑝0
𝑀 + (1 − 𝑝0

𝑀)
𝑓0

1 + 𝛽 1 − 𝑓0

ZM Binomial 𝑝0
𝑀 + (1 − 𝑝0

𝑀)
[1 + 𝑞 𝑓0 − 1 ]𝑚− 1 − 𝑞 𝑚

1 − 1 − 𝑞 𝑚

ZM Binomial negativa 𝑝0
𝑀 + (1 − 𝑝0

𝑀)
[1 + 𝛽 1 − 𝑓0 ]−𝑟− 1 + 𝛽 −𝑟

1 − 1 + 𝛽 −𝑟

ZM Logarítmica 𝑝0
𝑀 + (1 − 𝑝0

𝑀) 1 −
ln[1 + 𝛽 1 − 𝑓0 ]

ln 1 + 𝛽



Cuando la distribución de frecuencia puede ser representada como 
distribución compuesta.

Modelos de 
frecuencia 
compuesta

Para una gran cartera de riesgos, esta probabilidad es muy pequeña, 
algunas veces menos que el número más pequeño que puede ser 

representado en el computador. Cuando esto ocurre, este valor inicial 
es representado en el computador como cero y la recursión falla. 

Problemas
Subdesbordamiento (Underflow) 

Desbordamiento (Overflow )  

Cualquier fórmula recursiva requiere cálculos exactos de los valores 
porque cada uno de estos valores será usado en el cálculo de valores 

posteriores

Estabilidad 
Numérica 

El método recursivo ha sido desarrollado para distribuciones de 
severidad. Desarrolla un método usando una aproximación discreta de 
la severidad con el fin de utilizar el método recursivo y evitar métodos 

más complicados

Severidad 
Continua

El método recursivo



Construyendo 
distribuciones 

aritméticas

El método recursivo

Con el fin de implementar los métodos recursivos, el enfoque más fácil es 
construir una distribución de severidad discreta en múltiplos de una 
unidad de medida conveniente ℎ, el intervalo. 

Tal distribución se llama 
aritmética porque es 

definida en 

enteros no negativos

Esto, en efecto, redondea todas
las cantidades hacia las unidades
monetarias más cercanas, ℎ, el
intervalo de la distribución

En este método construimos una 
distribución aritmética que 
coindice con los momentos 𝑝 de 
la distribución aritmética y la 
severidad verdadera

El resultado de la distribución 
discreta tiene probabilidades 
sucesivas.

Los métodos sugeridos aquí aplican para la discretizacion (aritmetizacion)  de 
distribuciones continuas, mixtas y discretas no-aritméticas.

Método de redondeo Método de adaptación local de 
momento

Dejar que 𝑓𝑗 denote la
probabilidad ubicada en 𝑗ℎ, 𝑗 =
0,1,2



En la evaluación del impacto de los errores, (Panjer H. a., 1983) encontraron que dos 
momentos son usualmente necesarios y que añadiendo un tercer momento como requisito 
añade solo un margen a la exactitud. 

Una razón a favor del emparejamiento cero o de un solo momento 
es que las probabilidades resultantes son siempre no-negativas. 

Cuando emparejando dos o más momentos, esto no puede ser 
garantizado.

Además, el método de redondeo y el método del primer 
momento (𝑝 = 1) tienen errores similares mientras que 

el método del Segundo momento (𝑝 = 2) provee una 
mejora significativa

El método recursivo



Los métodos de inversión discutidos en esta 
sección son usados para obtener 

numéricamente la función de probabilidad, de 
una expresión conocida para una 

transformada, tal como la pgf, mgf, cf o la 
función deseada.

Las distribuciones compuestas se prestan 
naturalmente para este enfoque porque sus 
transformadas son funciones compuestas y 

son fácilmente evaluadas cuando ambas 
componentes de la frecuencia y la  severidad 

son conocidos.

Transformada rápida de Fourier (FFT)

Para cualquier función continua 𝑓 𝑥 , la transformada 
de Fourier es 

]𝑃𝑆 𝑧 = 𝑃𝑁[𝑃𝑋 𝑧

𝜑𝑆 𝑧 = 𝐸 𝑒𝑖𝑆𝑧 = 𝑃𝑁 𝜑𝑋 𝑧

La pgf de la distribución de pérdidas agregadas

La cf de la distribución de pérdidas agregadas

෩𝑓 𝑧 = න
−∞

∞

൯𝑓 𝑥 𝑒𝑖𝑧𝑥𝑑𝑥.

La función original puede ser recuperar de su 
transformada de Fourier como

𝑓 𝑥 =
1

2𝜋
න
−∞

∞
෩𝑓 𝑧 𝑒−𝑖𝑧𝑥𝑑𝑧.



.

Es un algoritmo que reduce el número de 
cálculos requeridos para el orden 𝑂(𝑛𝑙𝑛2𝑛).

Esto puede hacer una reducción dramática en 
cálculos cuando 𝑛 es grande

Transformada rápida de Fourier (FFT)

El algoritmo aprovecha la propiedad que la 
transformada de Fourier discreta de longitud 𝑛

puede ser re-escrita como la suma de dos 
transformadas discretas, cada una de longitud 
𝑛/2, la primera consiste en el número par y el 

segundo consiste en el número impar de 
puntos

෩𝑓𝑘 = ෩𝑓
𝑘

𝑎
+exp

2𝜋𝑖

𝑛
𝑘 ሚ𝑓𝑘

𝑏

El procedimiento FFT requiere una discretizacion de la distribución de severidad. Cuando el número de 
puntos en la distribución de severidad en menos que un vector de valores 𝑛 = 2𝑟 , el vector de la 

distribución de severidad debe ser rellenado con ceros hasta que su longitud 𝑛.



Método recursivo Método FFT

• La única fuente de error está en la discretizacion de 
la distribución de severidad

• Es fácil para programar en un par de líneas de 
código informático.

• Solamente trabaja para las clases de frecuencia de 
distribuciones  no basadas en la clase (a, b, 0) y (a, 
b, 1) requiere modificación de la formula o 
desarrollo de una nueva recursividad.

• Tiene ventajas significativas sobre el método 
directo usando convoluciones.

• Utiliza rutinas estándar disponibles en 
muchos paquetes de software.

• Es más seguro que el método recursivo 
cuando 𝑛 es grande porque este requiere 
cálculos de orden 𝑛 ln2 𝑛 en vez de 𝑛2.

• Puede ser extendido para el caso donde la 
distribución de severidad puede tomar 
valores negativos



.

Cuando la distribución de severidad es 
calculada usando un método 

aproximado.

Usando Distribuciones de Severidad aproximadas

En particular, la verdadera distribución agregada es a menudo continua (excepto, quizás, con la 
probabilidad discreta en cero o en un límite de censura agregada) mientras que la distribución 
aproximada o bien es discreta con probabilidad en valores igualmente espaciados con recursión y 

Transformada rápida de Fourier (FFT), o es discreta con probabilidad 
1

𝑛
en valores aleatorios como 

con la simulación

Da una aproximación a la 
verdadera distribución agregada

Distribuciones aritméticas
Se asume que podemos obtener 𝑔0 = Pr 𝑆 = 0 , la verdadera probabilidad que las pérdidas agregadas 
sean cero.



.

TvaR para pérdidas agregadas

La forma de una distribución depende de la forma de ambas: la 
distribución de frecuencia discreta y la  distribución de severidad 

continua (o posiblemente discreta).

Distribución 
Severidad

Distribución 
Frecuencia

Distribución de pérdidas
agregadas resultante

Cola ligera Cola pesada distribución de Frecuencia

Cola pesada Cola ligera distribución de Severidad

En la práctica, si ambas la distribución de frecuencia y 
la distribución de severidad se especifican, es fácil 

calcular la TVaR es un cuantil especifico



Modelos de 
pérdida 

agregada

TVaR para 
distribuciones 

de pérdidas 
agregadas

TVaR para 
Distribuciones 

de pérdidas
agregadas

La evaluación numérica de la distribución de pérdidas agregadas requiere 
discretizacion de la distribución de severidad resultando en una distribución de 

pérdidas agregadas discretizada

Entonces la TVaR en cuantil 𝑥𝑝 para esta distribución es

𝑇𝑉a𝑅𝑝 𝑆 = 𝐸 𝑆 𝑆 > 𝑥𝑝

= 𝑥𝑝 +
σ𝑥 𝑥 − 𝑥𝑝 +

𝑓𝑆(𝑥)

1 − 𝐹𝑆(𝑥𝑝)



Modelos de 
pérdida 

agregada

TVaR para 
distribuciones de 

pérdidas 
agregadas

TVaR para 
Distribuciones de 

severidad

TVaR para 
Distribuciones de 

Frecuencia

En algunas situaciones, podemos conseguir una formula asintótica 
para la TVaR. Este es frecuentemente el caso que la función de 
variación lenta 𝐶 𝑥 en la formula asintótica
Obtenemos la TVaR aproximadamente como

𝑇𝑉aR𝑝(𝑆) = 𝐸 𝑆 𝑆 > 𝑥𝑝 ≈ 𝑥𝑝 +
1

𝜅

TvaR para la distribución Beta transformada 

𝑇𝑉aR𝑝 𝑆 = 𝐸 𝑆 𝑆 > 𝑥𝑝 ≈
𝛼𝛾

𝛼𝛾 − 1
𝑥𝑝.

TVaR para la distribución Lognormal

TVaR𝑝 𝑆 = 𝐸 𝑆 𝑆 > 𝑥𝑝 ≈ 𝑥𝑝 +
𝑥𝑝𝜎

2

ln 𝑥𝑝−𝜇
,

Entonces la TVaR aproximada para la distribución inversa Gaussiana 
es

𝑇𝑉aR𝑝 𝑆 = 𝐸 𝑆 𝑆 > 𝑥𝑝 ≈ 𝑥𝑝 +
2𝜇2

𝜃
.


