
DISEÑO DE UN SISTEMA DE CONTROL AVANZADO PARA UN PÉNDULO 
INVERTIDO DOBLE LINEAL  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

AUTORES: 

JUAN MANUEL GAONA PRADA 

WILSON NIÑO SÁNCHEZ  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

UNIVERSIDAD AUTÓNOMA DE BUCARAMANGA 

FALCULTAD DE INGENIERÍAS 

PROGRAMA DE INGENIERIA MECATRÓNICA 

BUCARAMANGA 

2022 



DISEÑO DE UN SISTEMA DE CONTROL AVANZADO PARA UN PÉNDULO 
INVERTIDO DOBLE LINEAL  

 

 

TESIS DE PROYECTO DE GRADO PARA OPTAR A TITULO DE INGENIERO 
MECATRONICO 

 

 

 

 

 

AUTORES: 

JUAN MANUEL GAONA PRADA 

WILSON NIÑO SÁNCHEZ  

 

 

 

 

DIRECTOR: 

M.Sc. HERNANDO GONZÁLEZ ACEVEDO 

 

 

 

 

 

 

 

UNIVERSIDAD AUTÓNOMA DE BUCARAMANGA 

FALCULTAD DE INGENIERÍAS 

PROGRAMA DE INGENIERIA MECATRÓNICA 

BUCARAMANGA 

2022 



Agradecimientos 

 

Agradecemos primero que nada a Dios que ha estado con nosotros en cada paso 
que damos, cuidándonos y dándonos fortaleza para continuar y seguir adelante día 
a día. 

A nuestras familias por creer en nosotros, especialmente nuestros padres quienes 
han velado por nuestro bienestar y educación, brindándonos ese apoyo moral y 
económico en cada una de nuestras ideas; y a nuestros hermanos por su apoyo 
incondicional en todo. 

A nuestros compañeros de clase por el compañerismo y la amistad brindada a lo 
largo de la carrera, y a los auxiliares de los laboratorios por el apoyo brindado en 
todo momento. 

A todos los profesores en general que nos dedicaron tiempo y compartieron sus 
conocimientos, a nuestros evaluadores y a nuestro director de tesis por guiarnos 
durante el desarrollo del proyecto. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



5 
 

TABLA DE CONTENIDO 

 

OBJETIVOS .......................................................................................................... 13 

General ................................................................................................................. 13 

Específicos ........................................................................................................... 13 

INTRODUCCIÓN ................................................................................................... 14 

CAPÍTULO 1: ASPECTOS GENERALES ............................................................ 15 

 Estado del arte ........................................................................................ 15 

 Marco teórico ........................................................................................... 16 
1.2.1 Sistemas dinámicos ............................................................................. 16 

1.2.2 Espacio de estados .............................................................................. 16 
1.2.3 Ecuaciones de Lagrange ..................................................................... 17 
1.2.4 Lagrangiano ......................................................................................... 17 

1.2.5 Control LQR ......................................................................................... 18 
1.2.6 Control difuso (Lógica difusa) .............................................................. 18 

1.2.7 Modelo difuso Takagi-Sugeno ............................................................. 19 

 Metodología de diseño ............................................................................ 20 
1.3.1 Nivel funcional ...................................................................................... 20 

1.3.2 Nivel de sistema ................................................................................... 20 
1.3.3 Nivel de subsistema ............................................................................. 21 

1.3.4 Nivel de componentes .......................................................................... 21 
1.3.5 Prototipado ........................................................................................... 21 

CAPITULO 2: PÉNDULO INVERTIDO DOBLE LINEAL (PIDL) ........................... 22 

 Modelo matemático ................................................................................. 23 

2.1.1 Cinemática del sistema ........................................................................ 24 
2.1.2 Análisis de energía............................................................................... 25 
2.1.3 Ecuaciones de movimiento .................................................................. 26 

2.1.4 Motor de corriente continua ................................................................. 28 

 Diseño mecánico ..................................................................................... 30 

2.2.1 Parámetros del prototipo ...................................................................... 34 

 Diseño electrónico ................................................................................... 34 

2.3.1 Actuador ............................................................................................... 34 
2.3.1.1 Driver del actuador ........................................................................ 35 

2.3.2 Sensores .............................................................................................. 35 
2.3.2.1 Caracterización de los sensores ................................................... 36 

2.3.3 Sistema de adquisición de datos ......................................................... 38 

2.3.4 Fuente de alimentación ........................................................................ 38 
2.3.5 Conexiones .......................................................................................... 38 



6 
 

 Identificación del sistema ......................................................................... 40 
2.4.1 Estimación de parámetros ................................................................... 41 
2.4.2 Validación de parámetros .................................................................... 44 

CAPITULO 3: CONTROL ...................................................................................... 45 

 Representación en espacio de estados ................................................... 45 
3.1.1 Puntos de equilibrio .............................................................................. 47 
3.1.2 Linealización del modelo por espacio de estados ................................ 47 
3.1.3 Modelo de espacio de estados en tiempo discreto .............................. 48 

 Control por espacio de estados ............................................................... 49 

 Control LQR ............................................................................................. 50 

3.3.1 Diseño del controlador LQR ................................................................. 50 
3.3.2 Simulación del control LQR .................................................................. 51 

 Control Difuso .......................................................................................... 55 

3.4.1 Diseño del control difuso ...................................................................... 55 
3.4.1.1 Construcción de las funciones de pertenencia ............................. 55 

3.4.1.2 Base de reglas .............................................................................. 56 
3.4.1.3 Inferencia ...................................................................................... 57 

3.4.2 Simulación del control Difuso del PIDL ................................................ 58 

 Comparación de las estrategias de control .............................................. 60 

CAPITULO 4: VALIDACIÓN DE LOS CONTROLADORES ................................. 64 

 Interfaz gráfica ......................................................................................... 64 

 Implementación control LQR ................................................................... 65 

4.2.1 Punto de equilibrio ............................................................................... 65 
4.2.2 Punto de equilibrio, Perturbación ......................................................... 67 

 Implementación control difuso ................................................................. 68 
4.3.1 Punto de equilibrio ............................................................................... 68 
4.3.2 Punto de equilibrio, Perturbación ......................................................... 70 

 Comparación del control LQR y el control difuso ..................................... 71 

CONCLUSIONES .................................................................................................. 73 

BIBLIOGRAFÍA ..................................................................................................... 74 

ANEXOS ................................................................................................................ 76 



7 
 

TABLA DE FIGURAS 

 

Figura 1. Lazo de control óptimo [11] ..................................................................... 18 

Figura 2. Lazo de control difuso [12] ...................................................................... 19 

Figura 3. Metodología en V para sistemas mecatrónicos [14] ............................... 20 

Figura 4. Representación del PIDL [1] ................................................................... 22 

Figura 5. Diagrama de un motor de corriente continua [15]. .................................. 29 

Figura 6. Vista isométrica del péndulo doble con el prototipo construido [Autor] ... 31 

Figura 7. Vista isométrica del péndulo doble invertido ensamblado [Autor] ........... 33 

Figura 8. Vista isométrica del péndulo doble invertido en despiece [Autor] ........... 33 

Figura 9. Velocidad y torque que necesita el sistema en su condición crítica [Autor]
 ........................................................................................................................ 35 

Figura 10. Motor DC Canon NF5475E ................................................................... 35 

Figura 11. Sensor óptico de ángulo rotativo .......................................................... 36 

Figura 12. Caracterización del sensor magnético [Autor] ...................................... 38 

Figura 13. Esquema de conexiones [Autor] ........................................................... 39 

Figura 14. Respuesta transitoria de los datos experimentales de las señales 
[Autor] ............................................................................................................. 40 

Figura 15. Comparación de los datos experimentales y el modelo no lineal [Autor]
 ........................................................................................................................ 41 

Figura 16. Ajuste de los datos experimentales con el modelo no lineal [Autor] ..... 42 

Figura 17. Bes fit de los datos experimentales con el modelo no lineal [Autor] ..... 43 

Figura 18. Validación de los datos experimentales con el modelo no lineal [Autor]
 ........................................................................................................................ 44 

Figura 19. Diagrama en lazo cerrado del controlador LQR [Autor] ........................ 51 

Figura 20. Respuesta transitoria del regulador LQR [Autor] .................................. 52 

Figura 21. Acción de control del regulador LQR [Autor] ......................................... 52 

Figura 22. Diagrama en lazo cerrado del controlador LQR con los filtros Kalman 
[Autor] ............................................................................................................. 54 

Figura 23. Acción de control del regulador LQR [Autor] ......................................... 54 

Figura 24. Módulos de un sistema de control difuso [17] ....................................... 55 

Figura 25. Funciones de pertenecía de la variable E [Autor] ................................. 56 

Figura 26. Funciones de pertenecía de la variable EC [Autor] ............................... 56 



8 
 

Figura 27. Inferencia (sugeno) [Autor] ................................................................... 57 

Figura 28. Diagrama en lazo cerrado del controlador difuso [Autor] ...................... 58 

Figura 29. Respuesta transitoria del controlador difuso [Autor] ............................. 59 

Figura 30. Acción de control del controlador difuso [Autor] .................................... 59 

Figura 31. Respuesta transitoria con condiciones iniciales (θ1 = 13°, θ2 = 8°) 
[Autor] ............................................................................................................. 60 

Figura 32. Acción de control con condiciones iniciales (θ1 = 13°, θ2 = 8°) [Autor] 61 

Figura 33. Respuesta transitoria con condiciones iniciales (θ1 = 3°, θ2 = −2°) 
[Autor] ............................................................................................................. 61 

Figura 34. Acción de control con condiciones iniciales (θ1 = 3°, θ2 = −2°) [Autor]62 

Figura 35. Respuesta transitoria con condiciones iniciales (θ1 = −1°, θ2 = 3°) 
[Autor] ............................................................................................................. 63 

Figura 36. Acción de control con condiciones iniciales (θ1 = −1°, θ2 = 3°) [Autor]63 

Figura 37. Interfaz gráfica realizada [Autor] ........................................................... 64 

Figura 38. Visualización de la Interfaz gráfica realizada con el bloque VR Sink 
[Autor] ............................................................................................................. 65 

Figura 39. Respuesta transitoria del controlador LQR implementado [Autor] ........ 66 

Figura 40. Acción de control del controlador LQR implementado [Autor] .............. 66 

Figura 41. Respuesta transitoria del controlador LQR ante perturbaciones [Autor]
 ........................................................................................................................ 67 

Figura 42. Acción de control del controlador LQR ante perturbaciones [Autor] ..... 68 

Figura 43. Respuesta transitoria del controlador Difuso implementado [Autor] ..... 69 

Figura 44. Acción de control del controlador Difuso implementado [Autor] ............ 69 

Figura 45. Respuesta transitoria del controlador Difuso ante perturbaciones [Autor]
 ........................................................................................................................ 70 

Figura 46. Acción de control del controlador Difuso ante perturbaciones [Autor]... 71 

Figura 47. Respuesta transitoria del controlador LQR y el controlador difuso [Autor]
 ........................................................................................................................ 72 

Figura 48. Acción de control del controlador LQR y el controlador difuso [Autor] .. 72 

Figura 49. Base para el eje de guía [Autor] ........................................................... 76 

Figura 50. Primer eslabón [Autor] .......................................................................... 76 

Figura 51. Segundo eslabón con acople [Autor] .................................................... 76 

Figura 52. Base para el motor DC [Autor] .............................................................. 77 



9 
 

Figura 53. Base para el primer sensor de inclinación [Autor] ................................. 77 

Figura 54. Bases para la polea de sincronismo [Autor] .......................................... 77 

Figura 55. Acople de las bases al eje de guía [Autor] ............................................ 78 

Figura 56. Acople del motor DC a sus bases [Autor] ............................................. 78 

Figura 57. Acople del motor al sistema de transmisión [Autor] .............................. 78 

Figura 58. Acople de la polea dentada a su base [Autor] ...................................... 79 

Figura 59. Acople de la base del sensor al carro [Autor] ....................................... 79 

Figura 60. Acople del sensor de inclinación a su base [Autor] ............................... 79 

Figura 61. Acople de la abrazadera a la correa dentada [Autor] ............................ 80 

Figura 62. Acople del primer péndulo al carro [Autor] ............................................ 80 

Figura 63. Baquelita diseñada [Autor] .................................................................... 87 

Figura 64. Conexión entre la baquelita y el Arduino Due [Autor] ........................... 87 

Figura 65. Conexión entre la baquelita y los sensores angulares [Autor] .............. 88 

Figura 66. Conexión entre la baquelita y los trimmer [Autor] ................................. 88 

Figura 67. Conexión entre la baquelita y el módulo regulador de voltaje DC [Autor]
 ........................................................................................................................ 89 

Figura 68. Conexión entre la baquelita y el puente H [Autor] ................................. 89 

Figura 69. Conexión entre la baquelita y el encoder del motor [Autor] .................. 90 

Figura 70. Conexión entre la baquelita y el conversor de niveles bidireccional 
[Autor] ............................................................................................................. 90 

Figura 71. Conexión entre la baquelita y la fuente de 24v DC [Autor] ................... 91 

Figura 72. Conexión entre el puente H y el motor [Autor] ...................................... 91 

Figura 73. Conexión entre el puente H y la fuente de 24v [Autor].......................... 92 

Figura 74. Vector de puntos claves de la función triangular [Autor] ....................... 93 

Figura 75. Programación para el valor de salida de las funciones de membrecía 
[Autor] ............................................................................................................. 93 

Figura 76. Separación de los valores evaluados en la función triangular [Autor] ... 94 

Figura 77. Definición de los W según las reglas y los conjuntos de salida [Autor] . 94 

Figura 78. Programación de la salida del sistema en base a la lógica Wtaver 
[Autor] ............................................................................................................. 95 

Figura 79. Diseño final de la interfaz 3D [Autor]..................................................... 96 

Figura 80. Parámetros del prisma rectangular [Autor] ........................................... 97 



10 
 

Figura 81. Diagrama de árbol del Carrito y el AcoplePen1 [Autor]......................... 97 

Figura 82. Configuración de los parámetros de entrada del entorno virtual [Autor]
 ........................................................................................................................ 98 

Figura 83. Verificación de que el sistema se encuentre nivelado [Autor] ............... 99 

Figura 84. Ajuste para leer el valor completo de palabra digital del sensor [Autor]
 ...................................................................................................................... 100 

Figura 85. Cero relativo en grados de los péndulos mediante Simulink [Autor] ... 100 

Figura 86. Lectura de los péndulos en 0° utilizando el nivel como referencia [Autor]
 ...................................................................................................................... 101 

Figura 87. Posicionamiento en 0° de los péndulos utilizando el nivel como 
referencia [Autor] .......................................................................................... 101 

Figura 88. Lectura de los péndulos en 90° utilizando el nivel como referencia 
[Autor] ........................................................................................................... 102 

Figura 89. Posicionamiento en 90° de los péndulos utilizando el nivel como 
referencia [Autor] .......................................................................................... 102 

Figura 90. Lectura de los péndulos en -90° utilizando el nivel como referencia 
[Autor] ........................................................................................................... 103 

Figura 91. Posicionamiento en -90° de los péndulos utilizando el nivel como 
referencia [Autor] .......................................................................................... 103 

Figura 92. Representación del PIL [21] ................................................................ 104 

Figura 93. Diagrama de cuerpo libre del PIL [21]................................................. 105 

Figura 94. Respuesta transitoria de los datos experimentales de las señales 
[Autor] ........................................................................................................... 106 

Figura 95. Comparación de los datos experimentales y el modelo no lineal [Autor]
 ...................................................................................................................... 107 

Figura 96. Ajuste de los datos experimentales con el modelo no lineal [Autor] ... 108 

Figura 97. Bes fit de los datos experimentales con el modelo no lineal [Autor] ... 108 

Figura 98. Diagrama en lazo cerrado del controlador LQR [Autor] ...................... 114 

Figura 99. Respuesta transitoria del regulador LQR [Autor] ................................ 114 

Figura 100. Acción de control del regulador LQR [Autor] ..................................... 115 

Figura 101. Representación energía para Swing-up de un péndulo [23] ............. 116 

Figura 102. Diagrama de bloques Swing-up [Autor] ............................................ 117 

Figura 103. Diagrama de bloques Swing-up-LQR [Autor] .................................... 117 

Figura 104. Respuesta transitoria del controlador LQR con Swing-up [Autor] ..... 118 



11 
 

Figura 105. Acción de control del controlador LQR con Swing-up [Autor] ........... 118 

Figura 106. Respuesta transitoria del controlador LQR implementado [Autor] .... 119 

Figura 107. Acción de control del controlador LQR implementado [Autor] .......... 119 

Figura 108. Respuesta transitoria del controlador LQR ante perturbaciones [Autor]
 ...................................................................................................................... 120 

Figura 109. Acción de control del controlador LQR ante perturbaciones [Autor] . 121 

Figura 110. Respuesta transitoria del controlador LQR con Swing-up toma 1 
[Autor] ........................................................................................................... 122 

Figura 111. Acción de control del controlador LQR con Swing-up toma 1 [Autor]122 

Figura 112. Respuesta transitoria del controlador LQR con Swing-up toma 2[Autor]
 ...................................................................................................................... 123 

Figura 113. Acción de control del controlador LQR con Swing-up toma 2[Autor] 124 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



12 
 

 

LISTA DE TABLAS 

 

Tabla 1.Descripción de variables y parámetros del PIDL ...................................... 23 

Tabla 2. Descripción de parámetros del motor utilizado ........................................ 30 

Tabla 3. Componentes utilizados en la construcción del sistema .......................... 32 

Tabla 4. Descripción de parámetros del PIDL ....................................................... 34 

Tabla 5. Datos de identificación del sensor ........................................................... 37 

Tabla 6. Ítems del esquemático ............................................................................. 39 

Tabla 7. Comparación de los parámetros iniciales y los estimados ....................... 43 

Tabla 8. Variables del filtro de Kalman .................................................................. 53 

Tabla 9. Tabla de memoria asociativa ................................................................... 57 

Tabla 10. Descripción de variables y parámetros del péndulo sencillo ................ 105 

Tabla 11. Comparación de los parámetros iniciales y los estimados. .................. 109 

 

 

 



13 
 

OBJETIVOS 
 

General 
 
Diseñar un sistema de control avanzado para un péndulo invertido doble lineal de 
modo que pueda mantenerse en una posición vertical invertida ante posibles 
perturbaciones. 

 

Específicos  
 

 Determinar el modelo matemático del péndulo invertido doble lineal. 
 

 Seleccionar los sensores que permitan monitorear las variables del sistema 
y el actuador adecuado de acuerdo a los requerimientos físicos del prototipo. 
 

 Construir un prototipo funcional basado en el modelo matemático, teniendo 
en cuenta los cálculos realizados para el diseño mecánico y electrónico. 
 

 Diseñar los controladores digitales LQR y Difuso con el fin de garantizar la 
estabilidad del sistema. 
 

 Validar las estrategias de control con un prototipo funcional. 
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INTRODUCCIÓN 
 

Los sistemas de péndulo invertido son muy comunes en el estudio de las técnicas 
de control debido a que su modelado matemático se puede aproximar a diferentes 
sistemas con aplicación en diversas áreas de la ciencia como la biotecnología o 
anatomía, algunos ejemplos de estos sistemas son: el sistema de control de vuelo 
para aeronaves, el generador sincrónico conectado a un bus infinito, el sistema de 
postura humana de un gimnasta sobre las barras paralelas, caminadores bípedos, 
entre otros.  

Algunas universidades a nivel nacional e internacional han optado por implementar 
estos sistemas en sus laboratorios debido a que son muy interesantes de controlar 
por sus características de inestabilidad y no linealidad. Aunque se deben utilizar  
técnicas de control avanzado para ello porque los métodos clásicos de control no 
logran llegar a respuestas correctas y óptimas en tiempos de estabilización cortos. 

El propósito final de este proyecto es diseñar e implementar dos técnicas de control 
avanzado en un prototipo de doble péndulo invertido sobre un carro garantizando 
estabilizar los péndulos en una posición vertical superior dado un ángulo inicial de 
ambos péndulos. 

La primera estrategia de control corresponde a un control óptimo LQR, la segunda 
estrategia es un control difuso que se basa en las relaciones de entrada-salida 
representadas en un compendio de reglas difusas que asocian una causa con un 
efecto. 
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CAPÍTULO 1: ASPECTOS GENERALES 
   

 ESTADO DEL ARTE 

En este apartado se describen artículos científicos y proyectos de grado derivados 
de una búsqueda de antecedentes recientes en bases de datos, teniendo como 
prioridad aquellos que se basan en el diseño, la construcción y el control de un 
péndulo invertido doble lineal. Los documentos seleccionados se presentan 
cronológicamente, sintetizando el objetivo general y los resultados obtenidos. 

Bogdanov (2004) [2], investigador de la universidad de ciencias y salud de Oregón 
(OHSU) llevo a cabo el control de un péndulo invertido doble lineal en un carro en 
simulación, a través de 4 controladores: regulador cuadrático lineal (LQR), ecuación 
Riccati de estado dependiente (SDRE), redes neuronales (NN) y un último que 
consistió en la unión de los tres anteriores denomino NN + LQR/SDRE control. Para 
ello desarrollo el modelamiento matemático por el método de Lagrange.  

Este artículo concluye que existe una gran variedad de técnicas para realizar el 
control del PIDL, aunque unas responden mejor que otras, logrando estabilizar el 
péndulo en un menor tiempo. Con este documento se evidencia la versatilidad de 
controladores que pueden ser aplicables a nuestro proyecto.  

Lin, Shifu, Xiping, y Liping (2004), expusieron en la conferencia internacional sobre 
control inteligente y procesamiento de la información su artículo “Fuzzy control of 
doublé inverted pendulum” [7], en el que implementaron un control jerárquico 
dinámico para estabilizar el péndulo invertido doble lineal diseñando un controlador 
de lógica difusa para supervisar el sistema completo. Antecedente que es muy 
importante para nuestro proyecto ya que también se busca estabilizar la planta con 
este tipo de controlador (lógico difuso). 

Debido a su aplicación, el péndulo invertido doble lineal ha sido utilizado con fines 
educativos en universidades como material de apoyo en el área de control, la 
empresa canadiense Quanser Inc [6] empezó a fabricarlos en el (2012) con el fin de 
ofrecerlos como sistemas de control de alta precisión proporcionando cursos, guías,  
manuales, códigos de verificación (para MATLAB y Maple) y una tarjeta de 
adquisición de datos. Esta empresa permite comprar toda la planta o piezas por 
separado, como el riel, los péndulos o la tarjeta de adquisición de datos, siendo una 
gran ventaja. Aunque en nuestro caso solo se tomó como guía la estructura de su 
planta para la construcción de nuestro proyecto. 

En lo que respecta al contexto colombiano, destaca el proyecto de grado Ariza y 
García (2017) de la Universidad Pedagógica Nacional (Bogotá), titulado “Diseño e 
implementación de un péndulo invertido doble lineal sobre base móvil como material 
de apoyo didáctico para el área de control 3 en la licenciatura de electrónica de la 
Universidad Pedagógica Nacional” [8], quienes diseñaron y construyeron un 
péndulo invertido doble sobre una base móvil a partir de un modelo CAD que 
cumpliera con los parámetros requeridos del área de control, así mismo 
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desarrollaron su respectivo modelamiento matemático por el método de LaGrange 
sin tener en cuenta la inercia, finalmente diseñaron dos controladores: un 
controlador LQR y un controlador por ubicación por polos. 

Para finalizar, recientemente destaca la tesis de maestría en ciencias matemáticas 
de Crowe-wright (2018) de la universidad de nuevo México, titulada “Double 
pendulum inverted on a car” [1]. La cual describe el desarrollo del modelamiento 
matemático de un péndulo invertido doble sobre un carro a través del método de 
Lagrange. El autor realiza el proceso de linealización y hace el análisis de 
estabilidad, observabilidad y controlabilidad para diseñar un controlador LQR con 
algunas observaciones para una entrada de escalón unitario. Este trabajo resulta 
un antecedente fundamental al momento de desarrollar el modelamiento 
matemático del proyecto debido a que el autor tuvo en cuenta todos los factores que 
afectan el comportamiento del péndulo invertido. 

Los artículos citados anteriormente dan una perspectiva de los antecedentes en 
materia del péndulo invertido doble lineal, lo que permitirá situar los aportes del 
diseño y control correspondientes a este proyecto de grado. 
 

 MARCO TEÓRICO 

1.2.1 Sistemas dinámicos 

La definición más precisa desde la perspectiva del control automático de los 
sistemas dinámicos, la define Ogata [9]: 

Un sistema es una combinación de componentes que actúan conjuntamente para 
alcanzar un objetivo específico. Una componente es una unidad particular en su 
función en un sistema. De ninguna manera limitado a los sistemas físicos, el 
concepto de sistema se puede ampliar a fenómenos dinámicos abstractos, tales 
como los que se encuentran en la economía, el transporte, el crecimiento de la 
población y la biología. 

Un sistema se llama dinámico si su salida en el presente depende de una entrada 
en el pasado; si su salida en curso depende solamente de la entrada en curso, (…). 
En un sistema dinámico la salida cambia con el tiempo cuando no está en su estado 
de equilibrio (p.1). 

La naturaleza de los sistemas dinámicos es posible conocerla a través de un 
modelamiento matemático que identifique las ecuaciones que rigen su 
comportamiento. 

1.2.2 Espacio de estados 

El espacio de estados (espacio-estado) hace referencia a un espacio n-dimensional 
donde las coordenadas están dadas por la cantidad de variables de estado, el 
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análisis de espacio-estado se enfoca en 3 tipos de variables: las variables de 
entrada, salida y de estado (p.31) [9]. Una forma de representar las entradas, salidas 
y variables de estado es la siguiente:  

𝑥̇(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝐵(𝑡)𝑢(𝑡)                                                                                                               (1) 

𝑦(𝑡) = 𝐶(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝐷(𝑡)𝑢(𝑡)                                                                                                               (2)  

La ecuación 1 representa la ecuación de estado, donde 𝒙̇ es el vector de estados, 
A la matriz de estado, B la matriz de salida y u el vector de control o entrada. 

Mientras que la ecuación 2 representa la ecuación de salida, donde 𝒚 es el vector 
de salida, C la matriz de salida y D la matriz de transmisión directa. Esta notación 
matricial permite tener una visión total del comportamiento del sistema.  

1.2.3 Ecuaciones de Lagrange 

Las ecuaciones de Lagrange (también conocidas como ecuaciones de Euler-
Lagrange) nos permiten contar con un procedimiento analítico para llegar a las 
ecuaciones que describen el comportamiento físico de un sistema en base a un 
enfoque energético. 

La metodología lagrangiana indica como primer paso la determinación del número 
de grados de libertad del sistema, a cada uno de los cuales se debe asociar 

seguidamente una coordenada generalizada 𝑞𝑖. Los parámetros que intervienen en 
la formulación de las ecuaciones de Lagrange son los siguientes: 

𝑑

𝑑𝑡
[

𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑗′
] −

𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑗
+

𝜕𝐷

𝜕𝑞𝑗′ = 𝑄𝑗                                                                                                               (3) 

L: Lagrangiano 

D: Función de disipación del sistema. 

El subíndice j va desde 1 hasta n, por lo que estas son n ecuaciones (siendo n el 
número de grados de libertad del sistema). 

1.2.4 Lagrangiano 

El Lagrangiano es una función escalar (L= T- U), parte de un formalismo matemático 
que permite describir el comportamiento de un sistema a través del análisis de la 
energía potencial y cinética. Su uso es recurrente en campos donde la concepción 
de fuerza no es la misma de la mecánica Newtoniana tal como lo son la mecánica 
de fluidos, la relatividad o fuerzas conservativas que, por ende, son derivables [10]. 
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1.2.5 Control LQR 

Las siglas LQR indican control óptimo cuadrático, es una acción de control moderno 
multivariable que se caracteriza por su robustez tanto en tiempo discreto como en 
tiempo continuo [11].  

Se dice que es una estrategia de control óptima ya que se procura la operación del 
sistema dinámico al menor costo, es decir que los ajustes del controlador 
proporcional se encuentran usando un algoritmo matemático que minimiza la 
función de coste o desviaciones no deseadas.  

Cuando se trata de una planta no lineal el cálculo de las constantes de control debe 
hacerse en función del punto de trabajo, por eso es necesario escogerlo 
previamente dentro del margen de operación de la planta. Esto ocurre en 
consecuencia a la no linealidad de la planta, dependiendo del grado de no linealidad 
responderá de diferente manera alrededor de varios puntos de trabajo. 

Figura 1. Lazo de control óptimo [11]  

 

1.2.6 Control difuso (Lógica difusa) 

El control difuso, puede ser expresado mejor como un control a través de palabras 
que interpretan el sentido común, en lugar de números, o bien sentencias en lugar 
de ecuaciones. Sin embargo, las variables de los procesos no se miden en sentido 
común, sino en números.  
 
Por lo tanto, se hace necesario realizar una adaptación previa antes de introducir el 
estado de la variable al controlador. Esta etapa es llamada fusificación. En la figura 
2, se aprecian las distintas transformaciones que sufren las variables y los datos en 
un lazo de control difuso. 
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Figura 2. Lazo de control difuso [12] 

 

 

Una vez se tienen expresados los estados de las variables en forma lingüística se 
pueden establecer relaciones lógicas entre ellas, típicamente a través de reglas 
tales como si...entonces (IF-THEN). Se definen una serie de relaciones que 
interpretan el sentido común, y permiten generar una actuación deseada (en estado 
lingüístico), que debe ser aplicada a la planta. Luego esta debe ser traducida a 
número (defusificacion), para que luego el conversor digital-análogo la convierta a 
señal de tal modo que pueda ser aplicada a la planta [12]. 

1.2.7 Modelo difuso Takagi-Sugeno 

El modelo difuso propuesto por Takagi-Sugeno (T-S) es un modelo basado en 
reglas de tipo si-entonces, las cuales representan relaciones entrada-salida locales 
lineales de sistemas no lineales. La principal característica de este modelo es que 
puede expresar con una aproximación arbitraria, y en algunos casos, la dinámica 
de un sistema no lineal en base a descripciones locales definidas por subsistemas 
lineales, donde cada uno es válido en una cierta región de operación. Cada región 
de operación se define por una parte condicional, similar a las reglas difusas del 
modelo Mandani. La diferencia con las reglas del modelo Mandani es que la parte 
consecuente de cada regla es una expresión analítica que describe el modelo local 
correspondiente [13]. 

Sean 𝐴𝑖 y 𝐵𝑖, con 𝑖 = 1,2, … , 𝑛, conjuntos difusos de nuestro sistema. Las reglas 
tendrían la siguiente forma: 

𝑅1: 𝑆𝑖 𝑥 𝑒𝑠 𝐴1 ∧  𝑦 𝑒𝑠 𝐵1, 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠 𝑧 = 𝑓1(𝑥, 𝑦)  

𝑅2: 𝑆𝑖 𝑥 𝑒𝑠 𝐴2 ∧  𝑦 𝑒𝑠 𝐵2, 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠 𝑧 = 𝑓2(𝑥, 𝑦) 

. 

. 

. 

𝑅𝑛: 𝑆𝑖 𝑥 𝑒𝑠 𝐴𝑛 ∧  𝑦 𝑒𝑠 𝐵𝑛, 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠 𝑧 = 𝑓𝑛(𝑥, 𝑦) 
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Se obtiene el valor de salida del sistema con la siguiente expresión: 

𝑍0 =
∑ 𝑤𝑖𝑓𝑖(𝑥𝑖,𝑦𝑖)

𝑛
𝑖=1

∑ 𝑤𝑖
𝑛
𝑖=1

                                                                                                       (4) 

Donde el valor 𝑤𝑖 se obtiene calculando el mínimo de los valores de entrada en cada 
regla 𝑅𝑖. 

  

 METODOLOGÍA DE DISEÑO 

La metodología que se implementó en el desarrollo del proyecto está basada en la 
metodología en V para sistemas mecatrónicos la cual inicia con el planteamiento 
desde la necesidad del cliente y se va desglosando a nivel funcional, de sistema, de 
subsistema y componente para posteriormente hacer un prototipo y validar cada 
etapa, en caso de que no se cumpla se vuelve a la etapa en que no se cumplió y se 
vuelve a desarrollar a partir de ahí.  

Figura 3. Metodología en V para sistemas mecatrónicos [14] 

 

1.3.1 Nivel funcional 

Capacidad de equilibrar un sistema inestable y no lineal mediante dos diferentes 
técnicas de control avanzado: Difuso y LQR. 

Validación proporcionando una pequeña perturbación al sistema cuando este se 
encuentre en su punto de equilibrio. 

1.3.2 Nivel de sistema 

Sistema mecánico, electrónico, eléctrico y de control. 
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Validación del sistema mecánico, electrónico y de control por niveles. 

1.3.3 Nivel de subsistema 

Sistema de riel, péndulos y de control. 

Validación del funcionamiento de cada subsistema. 

1.3.4 Nivel de componentes 

Sensores, motor y mecanismo. 

Verificación del correcto desempeño de los diferentes componentes del sistema 
mecánico (estructura), sistema eléctrico electrónico (motor y sensores). 

1.3.5 Prototipado 

Prototipo diseñado en base a los niveles anteriores para pasar a la validación de 
cada nivel. 
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2 CAPITULO 2: PÉNDULO INVERTIDO DOBLE LINEAL (PIDL) 
 

El péndulo invertido doble lineal es un mecanismo sub-actuado con 3 grados de 
libertad, constituido por 2 eslabones o articulaciones y una base móvil o carro. El 
primer eslabón está montado sobre la base móvil que es impulsada a moverse 
horizontalmente por un motor DC. El segundo eslabón está conectado al primero 
por medio de un acople. 

La característica por la cual es definido como un sistema sub-actuado es porque 
tiene mayor número de articulaciones (2) que el número de actuadores (1). 

Figura 4. Representación del PIDL [1]  

 

Las notaciones relacionadas con la barra inferior se indican con el número 1 y las 
relacionadas con la barra superior se denotan con el número 2. 

Como se observa en la figura 4, 𝒎𝟎 es la masa de la base móvil, 𝒎𝟏 y 𝒎𝟐 son las 

masas del primer y segundo péndulo respectivamente. 𝜽𝟎 es la posición horizontal 
de la base móvil, 𝜽𝟏 y 𝜽𝟐 son los ángulos entre cada eslabón del péndulo y la 
vertical. 𝒍𝟏 y 𝒍𝟐 son las distancias desde el punto de pivote de cada péndulo hasta 
su centro de masa. 𝑳𝟏 y 𝑳𝟐 son las longitudes de los eslabones del péndulo. 𝑰𝟏 y 𝑰𝟐 
son los momentos de inercia de cada eslabón del péndulo con respecto a su centro 
de masa. 𝒈 es la constante gravitatoria y la fuerza 𝒖(𝒕) es el control. Cada eslabón 
del péndulo puede moverse a través de todos los 360°. 
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Para el desarrollo del proyecto, tanto el ángulo del péndulo inferior 𝜽𝟏 como el 
ángulo del péndulo superior 𝜽𝟐 se han definido como cero en la posición vertical 
superior, y positivos, cuando se mueven en la dirección de las manecillas del reloj. 
La fuerza de control 𝒖(𝒕) actúa solo horizontalmente sobre la base móvil a través 
de un motor DC. 

La nomenclatura para este sistema se resume en la tabla 1.  

Tabla 1.Descripción de variables y parámetros del PIDL 

Símbolo Descripción 

𝜽𝟎 Desplazamiento de la base móvil. 

𝜽𝟏 Angulo del eslabón 1. 

𝜽𝟐 Angulo del eslabón 2. 

𝒎𝟎 Masa de la base móvil. 

𝒎𝟏 Masa del eslabón 1. 

𝒎𝟐 Masa del eslabón 2. 

𝑳𝟏 Longitud del eslabón 1. 

𝑳𝟐 Longitud del eslabón 2. 

𝒍𝟏 Longitud del eslabón 1 a su centro de masa. 

𝒍𝟐 Longitud del eslabón 2 a su centro de masa. 

𝑰𝟏 Inercia del eslabón 1. 

𝑰𝟐 Inercia del eslabón 2. 

𝒈 Fuerza de gravedad. 

𝐮(𝒕) Fuerza de control. 

  

 MODELO MATEMÁTICO 

El modelado matemático se fundamenta en la ecuación de Euler-LaGrange la cual 
utiliza la energía cinética y energía potencial del sistema y especifica el lagrangiano 
como la diferencia de estas energías igualado a las energías no conservativas que 
presenta el sistema; en base a tesis y artículos de revistas [1], [2] y [3] se tienen las 
ecuaciones que modelan el comportamiento general de la planta representadas con 
la notación mostrada en la tabla 1. 
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2.1.1 Cinemática del sistema 

En la figura 1 se evidencia solo una fuerza de entrada 𝑢(𝑡) que actúa sobre la masa 
de la base móvil 𝑚0 permitiendo el movimiento en el eje 𝒙 , dicha fuerza actúa sobre 
el sistema que posee tres grados de libertad, teniendo en cuenta lo anterior: 

Se hallan las componentes de desplazamiento en 𝒙 para las 3 masas: 

𝑚0𝑥 = 𝜃0                                                                                                                                 (5)                                              

𝑚1𝑥 = 𝜃0 + 𝑙1 ∗ 𝑠𝑒𝑛(𝜃1)                                                                                                          (6)                                                                                             

𝑚2𝑥 = 𝜃0 + 𝐿1 ∗ 𝑠𝑒𝑛(𝜃1) + 𝑙2 ∗ 𝑠𝑒𝑛(𝜃2)                                                                                    (7)             

                          

Se hallan las componentes de desplazamiento en 𝒚 para las 3 masas: 

𝑚0𝑦 = 0                                                                                                                                   (8)                                                   

𝑚1𝑦 = 𝑙1 ∗ 𝑐𝑜𝑠(𝜃1)                                                                                                                (9)                                                               

𝑚2𝑦 = 𝐿1 ∗ 𝑐𝑜𝑠(𝜃1) + 𝑙2 ∗ 𝑐𝑜𝑠(𝜃2)                                                                                          (10)                                                                               

 

Se derivan las ecuaciones (5), (6) y (7) de desplazamiento en 𝒙, para así obtener 
las velocidades: 

𝑣𝑚0𝑥 = 𝜃0̇                                                                                                                               (11)                  

𝑣𝑚1𝑥 = 𝜃0̇ + 𝑙1 ∗ 𝜃̇1 ∗ 𝑐𝑜𝑠(𝜃1)                                                                                                 (12)                                                              

𝑣𝑚2𝑥 = 𝜃0̇ + 𝐿1 ∗ 𝜃̇1 ∗ 𝑐𝑜𝑠(𝜃1) + 𝑙2 ∗ 𝜃̇2 ∗ 𝑐𝑜𝑠(𝜃2)                                                                  (13)                                            

 

Se derivan las ecuaciones (8), (9) y (10) de desplazamiento en 𝒚, para así obtener 
las velocidades: 

𝑣𝑚0𝑦 = 0                                                                                                                             (14)         

𝑣𝑚1𝑦 = −𝑙1 ∗ 𝜃̇1 ∗ 𝑠𝑒𝑛(𝜃1)                                                                                                    (15)          

𝑣𝑚2𝑦 = −𝐿1 ∗ 𝜃̇1 ∗ 𝑠𝑒𝑛(𝜃1) − 𝑙2 ∗ 𝜃̇2 ∗ 𝑠𝑒𝑛(𝜃2)                                                                      (16)    

 

Para calcular la energía cinética de un sistema físico es necesario conocer la 
magnitud de su velocidad. 

La velocidad resultante de cada masa estará dada por la raíz de la suma de los 

componentes 𝒙 y 𝒚 elevados al cuadrado: 
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𝑉 = √𝑉𝑥
2 + 𝑉𝑦

2 →  𝑉2 = 𝑉𝑥
2 + 𝑉𝑦

2                                                                                       (17)                                   

Se halla la velocidad resultante de las 3 masas con las ecuaciones (11), (12), (13), 
(14), (15) y (16); tomando la ecuación (17) como referencia: 

𝑉𝑚0

2 = θ0̇
2
                                                                                                                            (18)                                          

𝑉𝑚1

2 =  θ0̇
2
+ 2θ0̇𝑙1θ̇1cos(θ1) + 𝑙1

2θ1
2                                                                                    (19)   

𝑉𝑚2

2 =  θ0̇
2
+ 𝐿1

2θ1
2  + 𝑙2

2θ2
2 + 2θ0̇𝐿1θ̇1cos(θ1) + 2θ0̇𝑙2θ̇2cos(θ2) + 2𝐿1𝑙2θ̇1cos(θ1 − θ2)                      

 (20) 

2.1.2 Análisis de energía 

Para determinar la energía total de la planta, se divide el sistema en 3 secciones, y 
se calcula la energía cinética y potencial de cada una de ellas. 

La base móvil solo tiene energía cinética ya que la energía potencial gravitacional 
es cero, debido a que su estructura está en contacto con la superficie.  

𝑇0 = 
1

2
𝑚0 θ0̇

2
                                                                                                                      (21) 

𝑈0 = 0                                                                                                                                   (22) 

El primer péndulo, posee ambas ya que está sometido tanto a energía potencial 
como cinética, la relación de energías se muestra a continuación: 

𝑇1 = 
1

2
𝑚1 [𝜃0̇

2
 + 2𝑙1𝜃0̇𝜃1̇𝑐𝑜𝑠(𝜃1) + 𝑙1

2𝜃1̇
2
] +

1

2
𝐼1𝜃1̇

2
                                                            (23) 

𝑈1 = 𝑚1𝑔𝑙1𝑐𝑜𝑠(θ1)                                                                                                                 (24) 

El segundo péndulo también posee ambas ya que está sometido tanto a energía 
potencial como cinética, la relación de energías se muestra a continuación: 

𝑇2 = 
1

2
𝑚2 [𝜃0̇

2
+ 2𝐿1𝜃0̇𝜃1̇𝑐𝑜𝑠(θ1) + 2𝑙2𝜃0̇𝜃2̇𝑐𝑜𝑠(θ2) + 𝐿1

2𝜃1̇
2
+ 2𝐿1𝑙2𝜃1̇𝜃2̇𝑐𝑜𝑠(θ1 − θ2) +

           𝑙2
2𝜃2̇

2
] + 

1

2
𝐼2𝜃2̇

2
                                                                                                       (25)                                                                           

𝑈2 = 𝑚2𝑔[𝐿1𝑐𝑜𝑠(θ1) + 𝑙2𝑐𝑜𝑠(θ2)]                                                                                       (26) 

 

La energía cinética total del sistema será la suma de la energía de cada sección: 

𝑇 = 𝑇0 + 𝑇1 + 𝑇2                                                                                                                  (27) 

Donde 𝑇0 es la energía cinética de la base móvil, 𝑇1 la energía cinética del primer 
péndulo, y 𝑇2 la energía cinética del segundo péndulo. 

La energía potencial total del sistema será la suma de la energía de cada sección: 

𝑈 = 𝑈0 + 𝑈1 + 𝑈2                                                                                                                (28) 
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Donde 𝑈0 es la energía potencial de la base móvil, 𝑈1 la energía potencial del primer 
péndulo, y 𝑈2 la energía potencial del segundo péndulo. 

2.1.3 Ecuaciones de movimiento 

El Lagrangiano se define como la resta de la energía cinética total y la energía 
potencial total del sistema. 

𝐿 = 𝑇 − 𝑈                                                                                                                            (29) 

Se halla el valor del lagrangiano con la suma y simplificación de las ecuaciones (21), 
(22), (23), (24), (25) y (26). 

𝐿 =  
1

2
(𝑚0 + 𝑚1 + 𝑚2)𝜃0̇

2
+ 

1

2
(𝑚1𝑙1

2 + 𝑚2𝐿1
2 + 𝐼1)𝜃1̇

2
+

1

2
(𝑚2𝑙2

2 + 𝐼2)𝜃2̇
2
+

         𝑚2𝑙2𝑐𝑜𝑠(𝜃2)𝜃0̇𝜃2̇ + (𝑚1𝑙1 + 𝑚2𝐿1)𝑐𝑜𝑠(𝜃1)𝜃0̇𝜃1̇ + 𝑚2𝐿1𝑙2𝑐𝑜𝑠(𝜃1 − 𝜃2)𝜃1̇𝜃2̇ −
         𝑚2𝑙2𝑔𝑐𝑜𝑠(𝜃2) − (𝑚1𝑙1 + 𝑚2𝐿1)𝑔𝑐𝑜𝑠(𝜃1)                                                                      (30)                                                     

Después de obtener el lagrangiano, se expresa la ecuación de LaGrange para los 
tres diferentes grados de libertad teniendo en cuenta la fuerza de entrada que actúa 
directamente a la base móvil, haciendo que las ecuaciones a desarrollar queden de 
la siguiente forma: 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕𝜃0̇
) − (

𝜕𝐿

𝜕𝜃0
) = 𝑢(𝑡)                                                                                             (31) 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕𝜃1̇
) − (

𝜕𝐿

𝜕𝜃1
) = 0                                                                                                  (32) 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕𝜃2̇
) − (

𝜕𝐿

𝜕𝜃2
) = 0                                                                                                       (33) 

Se calcula la derivada parcial con respecto a 𝜃0̇ para la ecuación (31):   

(
𝜕𝐿

𝜕𝜃0̇
) = (𝑚0 + 𝑚1 + 𝑚2)𝜃0̇ + (𝑚1𝑙1 + 𝑚2𝐿1)𝑐𝑜𝑠(𝜃1)𝜃1̇ + 𝑚2𝑙2𝑐𝑜𝑠(𝜃2)𝜃2̇                         (34) 

Derivando la ecuación anterior con respecto al tiempo: 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕𝜃0̇
) = (𝑚0 + 𝑚1 + 𝑚2)𝜃0̈ + (𝑚1𝑙1 + 𝑚2𝐿1)𝑐𝑜𝑠(𝜃1)𝜃1̈ + 𝑚2𝑙2𝑐𝑜𝑠(𝜃2)𝜃2̈ −

                     𝑚2𝑙2𝑠𝑒𝑛(𝜃2)𝜃2̇
2
− (𝑚1𝑙1 + 𝑚2𝐿1)𝑠𝑒𝑛(𝜃1)𝜃1̇

2
                                                            (35) 

Debido a que el Lagrangiano (30) no presenta ningún término para derivar con 
respecto a 𝜃0 se consideran las variables como constantes, por lo tanto, la derivada 
parcial es: 

(
𝜕𝐿

𝜕𝜃0
 ) = 0                                                                                                                             (36) 

Se calcula la derivada parcial con respecto a 𝜃1̇ para la ecuación (32): 

(
𝜕𝐿

𝜕𝜃1̇
) = (𝑚1𝑙1 + 𝑚2𝐿1)𝑐𝑜𝑠(𝜃1)𝜃0̇ + (𝑚1𝑙1

2 + 𝑚2𝐿1
2 + 𝐼1)𝜃1̇ + 𝑚2𝐿1𝑙2 𝑐𝑜𝑠(𝜃1 − 𝜃2) 𝜃2̇        (37) 
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Derivando la ecuación anterior con respecto al tiempo: 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕𝜃1̇
) = (𝑚1𝑙1 + 𝑚2𝐿1)𝑐𝑜𝑠(𝜃1)𝜃0̈ + (𝑚1𝑙1

2 + 𝑚2𝐿1
2 + 𝐼1)𝜃1̈ + 𝑚2𝐿1𝑙2 𝑐𝑜𝑠(𝜃1 − 𝜃2) 𝜃2̈ −

                     (𝑚1𝑙1 + 𝑚2𝐿1)𝑠𝑒𝑛(𝜃1)𝜃0̇𝜃1̇ − 𝑚2𝐿1𝑙2 𝑠𝑒𝑛(𝜃1 − 𝜃2)(𝜃1̇ − 𝜃2̇) 𝜃2̇                         (38)                                    

Calculando la derivada parcial con respecto a 𝜃1 para la ecuación (32): 

(
𝜕𝐿

𝜕𝜃1
) = −(𝑚1𝑙1 + 𝑚2𝐿1)𝑠𝑒𝑛(𝜃1)𝜃0̇𝜃1̇ − 𝑚2𝐿1𝑙2 𝑠𝑒𝑛(𝜃1 − 𝜃2)(𝜃1̇ − 𝜃2̇)𝜃2̇ +

                  𝑔(𝑚1𝑙1 + 𝑚2𝐿1)𝑠𝑒𝑛(𝜃1)                                                                                        (39) 

Se calcula la derivada parcial con respecto a 𝜃2̇ para la ecuación (33): 

(
𝜕𝐿

𝜕𝜃2̇
) = 𝑚2𝑙2𝑐𝑜𝑠(𝜃2)𝜃0̇ + 𝑚2𝐿1𝑙2 𝑐𝑜𝑠(𝜃1 − 𝜃2) 𝜃1̇ + (𝑚2𝑙2

2 + 𝐼2)𝜃2̇                                     (40) 

Derivando la ecuación anterior con respecto al tiempo: 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕𝜃2̇
) = 𝑚2𝑙2𝑐𝑜𝑠(𝜃2)𝜃0̈ + 𝑚2𝐿1𝑙2 𝑐𝑜𝑠(𝜃1 − 𝜃2) 𝜃1̈ + (𝑚2𝑙2

2 + 𝐼2)𝜃2̈ − 𝑚2𝑙2𝑠𝑒𝑛(𝜃2)𝜃0̇𝜃2̇ −

                    𝑚2𝐿1𝑙2 𝑠𝑒𝑛(𝜃1 − 𝜃2) (𝜃1̇ − 𝜃2̇)𝜃1̇                                                                          (41) 

Calculando la derivada parcial con respecto a 𝜃2 para la ecuación (33): 

(
𝜕𝐿

𝜕𝜃2
) = −𝑚2𝑙2𝑠𝑒𝑛(𝜃2)𝜃0̇𝜃2̇ + 𝑚2𝐿1𝑙2 𝑠𝑒𝑛(𝜃1 − 𝜃2) 𝜃1̇𝜃2̇ + 𝑔𝑚2𝑙2𝑠𝑒𝑛(𝜃2)                  (42) 

Finalmente se obtienen las ecuaciones que rigen la dinámica del sistema 
reemplazando las ecuaciones (35), (36), (38), (39), (41) y (42) en las ecuaciones  
(31), (32) y (33). 

𝑢 = (𝑚0 + 𝑚1 + 𝑚2)𝜃0̈ + (𝑚1𝑙1 + 𝑚2𝐿1)𝑐𝑜𝑠(𝜃1)𝜃1̈ + 𝑚2𝑙2𝑐𝑜𝑠(𝜃2)𝜃2̈ − 𝑚2𝑙2𝑠𝑒𝑛(𝜃2)𝜃2̇
2
−

(𝑚1𝑙1 + 𝑚2𝐿1)𝑠𝑒𝑛(𝜃1)𝜃1̇
2
+ 𝑏𝜃0̇                                                                                                   (43) 

0 = (𝑚1𝑙1 + 𝑚2𝐿1)𝑐𝑜𝑠(𝜃1)𝜃0̈ + (𝑚1𝑙1
2 + 𝑚2𝐿1

2 + 𝐼1)𝜃1̈ + 𝑚2𝐿1𝑙2 𝑐𝑜𝑠(𝜃1 − 𝜃2) 𝜃2̈ +

𝑚2𝐿1𝑙2 𝑠𝑒𝑛(𝜃1 − 𝜃2) 𝜃2̇
2
−  𝑔(𝑚1𝑙1 + 𝑚2𝐿1)𝑠𝑒𝑛(𝜃1)                                                    (44) 

0 = 𝑚2𝑙2𝑐𝑜𝑠(𝜃2)𝜃0̈ + 𝑚2𝐿1𝑙2 𝑐𝑜𝑠(𝜃1 − 𝜃2) 𝜃1̈ + (𝑚2𝑙2
2 + 𝐼2)𝜃2̈ − 𝑔𝑚

2
𝑙2𝑠𝑒𝑛(𝜃2) −

𝑚2𝐿1𝑙2 𝑠𝑒𝑛(𝜃1 − 𝜃2)𝜃1̇
2
                                                                                                      (45) 

Las ecuaciones (43), (44) y (45) de LaGrange para el sistema se pueden escribir de 
forma matricial: 

𝑫(𝜃)𝜃̈ + 𝑪(𝜃, 𝜃̇)𝜃̇ + 𝑮(𝜃) = 𝑯𝑢                                                                                  (46) 

𝑫(𝜃) = (

𝑑1 𝑑2cos (𝜃1) 𝑑3cos (𝜃2)
𝑑2cos (𝜃1) 𝑑4 𝑑5cos (𝜃1 − 𝜃2)
𝑑3cos (𝜃2) 𝑑5cos (𝜃1 − 𝜃2) 𝑑6

) 
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 𝑪(𝜃, 𝜃̇) = (

𝑑7 −𝑑2𝑠𝑒𝑛(𝜃1)𝜃1̇ −𝑑3𝑠𝑒𝑛(𝜃2)𝜃2̇

0 0 𝑑5𝑠𝑒𝑛(𝜃1 − 𝜃2)𝜃2̇

0 −𝑑5𝑠𝑒𝑛(𝜃1 − 𝜃2)𝜃1̇ 0

)                                                                                      

 

𝑮(𝜃) =  (

0
−𝑓1𝑠𝑒𝑛(𝜃1)
−𝑓2𝑠𝑒𝑛(𝜃2)

) 

 

𝑯 = (1 0 0)𝑇  

 

Donde, 

𝑑1 = 𝑚0 + 𝑚1 + 𝑚2 

𝑑2 = 𝑚1𝑙1 + 𝑚2𝐿1 

𝑑3 = 𝑚2𝑙2 

𝑑4 = 𝑚1𝑙1
2 + 𝑚2𝐿1

2 + 𝐼1 

𝑑5 = 𝑚2𝐿1𝑙2 

𝑑6 = 𝑚2𝑙2
2 + 𝐼2 

𝑑7 =  𝑏  

𝑓1 = (𝑚1𝑙1 + 𝑚2𝐿1)𝑔 

𝑓2 = 𝑚2𝑙2𝑔  

2.1.4 Motor de corriente continua 

Los motores son los elementos activos que imprimen capacidad de movimiento o 
giro a un sistema físico determinado, en el caso del doble péndulo invertido es 
necesario determinar las características del circuito equivalente de un motor de 
corriente continua, para encontrar las relaciones existentes entre las variables 
eléctricas y las variables mecánicas. 

 

 

 

 

 

 



29 
 

Figura 5. Diagrama de un motor de corriente continua [15]. 

 

El circuito equivalente de un motor de corriente continua puede expresarse en 
función del voltaje, la corriente y la velocidad de giro de su eje, como se observa en 
la siguiente ecuación: 

𝑣(𝑡) = 𝑅𝑖(𝑡) + 𝐿
𝑑𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝐸𝑎(𝑡)                                                                                               (47) 

𝐿
𝑑𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑣(𝑡) − 𝑅𝑖(𝑡) − 𝐸𝑎(𝑡)                                                                                               (48) 

Donde 𝐸𝑎(𝑡) (Fuerza contra electromotriz) es una tensión generada que resulta cuando 
los conductores de la armadura se mueven a través del flujo de campo establecido 
por la corriente del campo 𝑖𝑓. 

Se asume que existe una relación proporcional 𝐾𝑒 (constante contra electromotriz)  
entre el voltaje inducido en la armadura y la velocidad del eje del motor. 

𝐸𝑎(𝑡) = 𝐾𝑒𝑤(𝑡)                                                                                                                   (49) 

Se desprecia el efecto inductivo 𝐿
𝑑𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
 por ser muy baja en los motores de imán 

permanente y se despeja la corriente de la ecuación (47). 

𝑖(𝑡) =
𝑣(𝑡)−𝐸𝑎(𝑡)

𝑅
                                                               (50) 

𝑖(𝑡) =
𝑣(𝑡)−𝐾𝑒𝑤(𝑡)

𝑅
                                                                                                                  (51) 

Se supone la siguiente relación electromecánica que establece que el torque 

mecánico es proporcional, 𝐾𝑡(constante de torque), a la corriente eléctrica que 
circula por el motor DC. 

𝑇𝑚(𝑡) = 𝐾𝑡𝑖(𝑡)                                                                                                                    (52) 

Sustituyendo la  ecuación (51) en la (52) se determina la relación existente entre el 
torque de salida y la tensión aplicada en los terminales del motor como: 

𝑇𝑚(𝑡) = 𝐾𝑡
𝑣(𝑡)−𝐾𝑒𝑤(𝑡)

𝑅
                                                                                                            (53) 
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Teniendo en cuenta que la entrada del modelo matemático es fuerza  y no torque, 
se procede a realizar su respectiva relación en donde el torque mecánico es 
proporcional, 𝑑 (distancia), a la fuerza aplicada:  

𝑇𝑚 = 𝑑 ∗ 𝐹                                                                                                                               (54) 

𝐹 = 
𝑇𝑚

𝑑
                                                                                                                               (55) 

Sustituyendo la ecuación (53) en la (54) se determina la fuerza de salida y la tensión 
aplicada en el motor:  

𝐹 = 𝐾𝑡
𝑣(𝑡)−𝐾𝑒𝑤(𝑡)

𝑅.𝑑
                                                                                                                 (56) 

A continuación se muestran los parámetros eléctricos del motor de corriente 
continua utilizado “Canon NF5475”, que opera como actuador en el sistema. 

Tabla 2. Descripción de parámetros del motor utilizado  

Constantes del motor Valor Unidad 

Voltaje (𝒗) 24 𝑉 

Resistencia (𝑹) 6.7 Ω 

Constante de Torque (𝑲𝒕) 0.0440694 𝑁.𝑚/𝐴 

Constante de FEM (𝑲𝒆) 0.0440694 𝑉. 𝑠/𝑟𝑎𝑑 

 

La resistencia de armadura 𝑹 fue hallada experimentalmente, se midió con la ayuda 
de un multímetro en los devanados de armadura del motor. La constante contra 

electromotriz 𝑲𝒆 se determinó con la ecuación (51) de la siguiente manera: 

𝐾𝑒 =
𝑣(𝑡)−𝑖(𝑡)𝑅

𝑤(𝑡)
                                        (57) 

𝐾𝑒 =
24𝑉−(0,218𝐴)(6,7 𝑂ℎ𝑚)

511,45258 𝑟𝑎𝑑/𝑠
         

𝐾𝑒 = 0,0440694 𝑉. 𝑠/𝑟𝑎𝑑                                                                                           

Los datos de la corriente, el voltaje y la velocidad angular del motor se tomaron del 
datasheet (Anexo B) teniendo en cuenta su funcionamiento sin carga. La constante 
de torque 𝑲𝒕 se asume igual a 𝑲𝒆. 

 

 DISEÑO MECÁNICO 

El diseño mecánico del prototipo se basó en el diseño de un péndulo doble que tiene 
como fuente de torque un motor eléctrico, que transmite la fuerza a la base móvil a 
través de un mecanismo polea-correa dentada, esta base móvil tiene pivotada sobre 
sí el péndulo.  
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En la selección del método de desplazamiento del carro se consideraban dos 
opciones, la primera mediante piñón-cremallera y la segunda mediante poleas-
correa dentada; Se eligió el método de polea-correa dentada debido a la facilidad 
en su acople y remplazo en caso de desgaste, mientras que en la otra opción el 
piñón empezaría a sufrir desgaste con el uso, además de que la cremallera y piñón 
debían de ser diseñados y mecanizados aumentando el coste de construcción. 

La figura 3 corresponde a una vista isométrica del PIDL diseñado mediante la 
herramienta de modelo 3D SolidWorks junto al prototipo construido. 

Figura 6. Vista isométrica del péndulo doble con el prototipo construido [Autor] 

 

 

En cuanto a los componentes mecánicos, estos fueron seleccionados de acuerdo a 
lo que se encontró comercialmente en el mercado teniendo en cuenta el modelo 3D 
del prototipo realizado en SolidWorks y algunas consideraciones mecánicas que 
podían afectar en el correcto funcionamiento del mismo, como son las vibraciones, 
la fricción y el rozamiento.  

Se tomaron como base las impresoras 3D, de las cuales se implementó su sistema 
de riel con el sistema de desplazamiento mencionado anteriormente (polea-correa 
dentada), debido a que su fricción es baja y se encuentran comercialmente en el 
mercado.   

En total se utilizaron 15 componentes para la construcción de nuestro prototipo 
como se muestra en la siguiente tabla:  
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Tabla 3. Componentes utilizados en la construcción del sistema 

Numero Componentes 

1 Riel (Perfil OB2020 V Slot) 

2 Carro (Placa bracket universal T6) 

3 Base para el primer sensor 

4 Sensor óptico de ángulo rotativo 

5 Acople para los eslabones 

6 Primer eslabón 

7 Segundo eslabón 

8 Polea de sincronismo de 60 dientes 

9 Motor DC Canon NF5475E 

10 Base para el motor 1 

11 Base para el motor 2 

12 Base para eje de guía 1 

13 Base para polea de sincronismo 

14 Base para eje de guía 2 

15 Correa dentada 2GT-6 

 

Los componentes 1, 2, 8 y 15 fueron los que se consiguieron a nivel comercial 
basándonos en las impresoras 3D, los demás fueron mecanizados en aluminio con 
excepción del 9 que corresponde al motor DC. Las características y el ensamble de 
estos se puede observar en el (Anexo A). 

En la figura 7 y 8, se puede observar todos los componentes utilizados con la 
numeración de la tabla 3, las figuras se encuentran a nivel de ensamblado y también 
a nivel de despiece. 
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Figura 7. Vista isométrica del péndulo doble invertido ensamblado [Autor] 

 

 

Figura 8. Vista isométrica del péndulo doble invertido en despiece [Autor] 
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2.2.1 Parámetros del prototipo 

La tabla 4 muestra los valores de los parámetros del prototipo construido del PIDL. 
Los valores de cada uno de estos se hallaron de manera experimental y medidas 
de laboratorio, calculando así sus valores numéricos. 

Tabla 4. Descripción de parámetros del PIDL 

Parámetros Valor Unidad 

Masa de la base móvil (𝒎𝟎) 0.165 𝐾𝑔 

Masa del primer eslabón (𝒎𝟏) 0.082 𝐾𝑔 

Masa del segundo eslabón (𝒎𝟐) 0.106 𝐾𝑔 

Longitud del primer eslabón (𝑳𝟏) 0.265 𝑚 

Longitud del segundo eslabón (𝑳𝟐) 0.3785 𝑚 

 

  DISEÑO ELECTRÓNICO 

En la construcción de cualquier sistema de control es muy importante la selección 
de los materiales a utilizar en su construcción dependiendo de qué variable se desee 
controlar, en el caso del péndulo invertido doble lineal sobre base móvil (PIDL) es 
importante que sus sensores y actuadores posean una alta precisión y rapidez en 
la respuesta, esto debido a que se busca que un sistema no lineal e inestable pase 
a convertirse en uno estable gracias a la acción generada tras la lectura de sus 
diversos sensores de entrada en tiempo real. 

2.3.1 Actuador 

Los criterios que se tuvieron en cuenta para la selección del actuador que necesita 
el PIDL fueron el torque y velocidad en la condición crítica de la planta. 

Para determinar el torque se utilizó la ecuación (43) con los parámetros iniciales de 
la planta para hallar la fuerza, después de haber realizado el cálculo anterior, con la 
ecuación (54) se determina el torque. La velocidad se calcula a través del segundo 
estado del sistema utilizando la relación de poleas para pasar de velocidad lineal a 
velocidad angular y así hallar la que necesita el motor.  

Para que los criterios sean evaluados en su condición crítica los cálculos se realizan 
en el tiempo utilizando el modelo no lineal en Simulink mientras corre el controlador 
LQR, teniendo en cuenta las máximas condiciones iniciales a las la planta será 
sometida. 

En la figura 9, se observa que se tiene un pico en la velocidad de 600 rpm y en el 
torque de 220 m.N/m. 
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Figura 9. Velocidad y torque que necesita el sistema en su condición crítica [Autor] 

 

El motor que se ha seleccionado es el motor DC Canon de referencia “NF5475E”, 
el cual trabaja a 24V y cuenta con un encoder de 200 CPR (Ciclos por rotación). Su 
torque es de 506,57 m.N/m y su velocidad es de 4884 rpm. 

Figura 10. Motor DC Canon NF5475E 

 

Sus características se pueden observar en el datasheet (Anexo B). 

2.3.1.1 Driver del actuador  

Se seleccionó el driver BTS7960 para el motor DC, el cual tiene una corriente de 
operación máxima de 43A, y un rango de voltaje de 5.5V a 27V para la operación 
del motor. La razón fundamental fue su capacidad para soportar el pico de corriente 
de 7,246A según la información suministrada por el datasheet del motor (Anexo B). 
Se sobredimensiono por facilidad de adquirir comercialmente. 

2.3.2 Sensores 

Para la lectura de la posición de la base móvil se cuenta con un encoder de 200 
pulsos de efecto Hall incremental que realiza la lectura de la posición mediante el 
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conteo de pulsos arrojados por el mismo, este encoder viene acoplado en el motor 
“Canon NF5475”.  

Su resolución se determinó de la siguiente manera: 

𝑅𝑒𝑠 =
𝐺𝑟𝑎𝑑𝑜𝑠 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙𝑒𝑠 (°)

# 𝑝𝑢𝑙𝑠𝑜𝑠 𝑒𝑛𝑐𝑜𝑑𝑒𝑟
=  

360

200
= 1,8° 

 

Para la lectura de las posiciones angulares de los péndulos se seleccionó el sensor 
óptico de ángulo rotativo de 0 a 360°, sin ángulo muerto de efecto Hall. En concreto 
se optó por la referencia P3022-V1-CW360 debido a que cuenta con una resolución 
de lectura de 12 bits (4096) necesaria para el sistema, así mismo por su bajo costo 
y su facilidad de implementar al ser un sensor analógico. 

En cuanto a la resolución que ofrece este en el sistema se determinó de la siguiente 
manera: 

𝑅𝑒𝑠𝑎𝑛𝑔𝑒𝑠𝑙𝑎𝑏𝑜𝑛𝑒𝑠
=

𝐺𝑟𝑎𝑑𝑜𝑠 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙𝑒𝑠 (°)

𝑅𝑒𝑠𝑠𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟(12 𝑏𝑖𝑡𝑠)
= 

360°

212 − 1
=

360°

4095
= 0,0879° 

 

Figura 11. Sensor óptico de ángulo rotativo 

 

Sus características se pueden observar en el datasheet (Anexo B). 

2.3.2.1 Caracterización de los sensores 

Para la caracterización del encoder incremental que viene acoplado al motor, se 
tiene en cuenta que este es de dos fases, por lo que presenta pulsos en ambos 
canales, un total de 100 pulsos por canal cada vez que el eje del motor realiza una 
vuelta, esto quiere decir que el encoder tiene 200 pulsos a su salida. 

Sabiendo esto se realiza la lectura mediante el conteo de dichos pulsos y se procede 
a hacer la relación matemática para obtener el desplazamiento de la base móvil, se 
halla la longitud de arco de la polea que esta acoplada al eje del motor con la 
siguiente ecuación: 

𝐿 = 𝑅 ∗ 𝑎                                                                                                                 (58) 
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Donde; 

𝐿 es la longitud de arco y está dada en metros [m]. 

𝑅 es el radio de la polea y está dado en metros [m]. 

𝑎 es el ángulo y está dado en radianes [rad]. 

𝐿 = 0,018845 ∗ 360
𝑝𝑖

180
         

𝐿 = 0,1184 [𝑚]      

Interpretando, se tiene que por cada vuelta de la polea (360°) la base móvil se 
desplaza en el riel 0,1184 [m]. 

Para la caracterización del encoder magnético se procede a tomar la lectura análoga 
de este en los valores digitales de los ángulos de referencia del péndulo como se 
muestra a continuación: 

Tabla 5. Datos de identificación del sensor 

Angulo (°) Lectura análoga 

180 0 

135 560 

90 1088 

45 1624 

0 2160 

-45 2696 

-90 3232 

-135 3752 

-180 4095 

 

Estos datos se grafican y se obtiene la siguiente figura: 
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Figura 12. Caracterización del sensor magnético [Autor] 

 

 

La ecuación muestra la función obtenida para la lectura del sensor, donde 𝑥 es el 
valor leído por el encoder. 

° 𝑒𝑠𝑙𝑎𝑏𝑜𝑛 = −2𝑒−06𝑥2 − 0,00776𝑥 + 178,59 

2.3.3 Sistema de adquisición de datos 

Se seleccionó el Arduino DUE para realizar la toma de datos y control sobre el 
péndulo invertido, debido a que cuenta con un microcontrolador ATMEL de 32 bits, 
basado en el procesador Corte M3-de ARM. Esta placa cuenta con una velocidad 
de procesamiento suficiente para lograr realizar el bucle de control en un tiempo 
bastante reducido, ya que logra mantenerse por debajo de los 4ms en tiempo de 
ejecución, lo que nos permite cumplir con el tiempo de muestreo planteado de 10ms. 
Así mismo, se seleccionó porque cuenta con compatibilidad con la librería de 
Matlab-Simulink la cual se utilizó para el control del sistema. 

2.3.4 Fuente de alimentación 

Se seleccionó una fuente de alimentación suicheada de 24V y 10 A que se encarga 
de proporcionar al sistema los 24V para alimentar el motor paso a paso y los 5V 
para alimentar los sensores ópticos de ángulo rotativo.  

2.3.5 Conexiones 

En la figura 13 se visualiza el esquemático de conexiones, el cual consta de la 
conexión de los sensores ópticos para la obtención de los ángulos, el encoder para 
la obtención del desplazamiento de la base móvil, el módulo BTS7960, encargado 
de enviar las señales al motor, el modulo regulador DC Lm2596, encargado de 
garantizar los 5v, el conversor de nivel lógico para leer el encoder. 

y = -2E-06x2 - 0,0776x + 178,59
R² = 0,9991
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Figura 13. Esquema de conexiones [Autor]  

 

 

Tabla 6. Ítems del esquemático  

 

 

La explicación a detalle del esquema de conexiones entre cada uno de los ítems se 
puede observar en el (Anexo C). 

Ítems utilizados en el esquemático 

No. de Ítem Referencia 

1 Arduino Due 

2 Baquelita 

3 Sensor de ángulo de efecto hall 

4 Trimmer de 5 KOhm 

5 Puente H BTS7960 

6 Motor con encoder NF5475 

7 Conversor de niveles bidireccional de 5v a 3.3v 

8 Modulo regulador DC Lm2596 

9 Fuente DC 24V 
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  IDENTIFICACIÓN DEL SISTEMA 

Se realiza la identificación del sistema con el fin de validar si el modelo experimental 
se ajusta al modelo matemático. Para ello se toman datos experimentales de la 
variación de los ángulos de inclinación de ambos eslabones y la variación de la 
posición de la base móvil ante una entrada sinusoidal. Ambos eslabones inician en 
una posición de 180°, es decir hacia abajo. 

Graficando estos datos, se puede observar el comportamiento de las señales 
(𝜃0, 𝜃1, 𝜃2)  en la figura 14 durante un tiempo de 10 segundos. 

Figura 14. Respuesta transitoria de los datos experimentales de las señales [Autor]  

 

 

Con estos datos se procede a hacer la comparación con el modelo no lineal del 
sistema teniendo en cuenta los parámetros de las tablas 2 y 4.  

En la figura 15 se puede observar que los datos tomados experimentalmente de los 

ángulos de inclinación de los eslabones (𝜃1 𝑦 𝜃2) tienen el mismo comportamiento 
que el modelo no lineal del sistema, al igual que el desplazamiento de la base móvil 

(𝜃0) aunque las señales presentan un pequeño desfase.  
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Figura 15. Comparación de los datos experimentales y el modelo no lineal [Autor]   

 

2.4.1 Estimación de parámetros 

Se procede a realizar una estimación de parámetros con la ayuda de la Toolbox de 
Matlab “Parameter Estimator” para ajustar los datos experimentales del prototipo 
construido con el modelo matemático. 

Para ello, se ingresa en la pestaña de análisis de Simulink, se elige la herramienta 
antes mencionada, allí se despliega una barra de opciones en donde se tiene la 
opción de seleccionar cada uno de los parámetros del modelo matemático, en este 
caso se escogieron todos exceptuando la gravedad.  

Aunque se tuvieron en cuenta los valores de 𝑚𝑐, 𝑚1, 𝐿1, 𝑙1, 𝐼1 que fueron hallados 
previamente en el control del péndulo sencillo, estos se tomaron como referencia y 
como valor inicial en la estimación. 

Masas: 𝑚𝑐, 𝑚1, 𝑚2 

Longitudes: 𝐿1, 𝐿2 

Longitudes al centro de masa: 𝑙1, 𝑙2 

Inercias: 𝐼1, 𝐼2 

Fricción viscosa: 𝑏 

Al seleccionar estos parámetros, la Toolbox da la opción de crear un nuevo 
experimento de estimación en el cual se ingresan los vectores de los datos tomados 
experimentalmente y se le da iniciar. 
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Al finalizar este experimento se obtiene la estimación de los parámetros como se 
puede observar en la figura 16. 

Figura 16. Ajuste de los datos experimentales con el modelo no lineal [Autor]  

 

 

Finalmente se halla el Bes fit de las señales, observando un 83,62% de acierto en 
el desplazamiento de la base móvil, 76,34% en la posición angular del primer 
eslabón y 65,52% en la posición angular del segundo eslabón. 
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Figura 17. Bes fit de los datos experimentales con el modelo no lineal [Autor] 

 

 

Tabla 7. Comparación de los parámetros iniciales y los estimados  

Parámetros 
Valor 

Unidades 
Inicial Estimado 

Masa de la base móvil (𝒎𝟎) 0.165 0.1836 𝐾𝑔  

Masa del primer eslabón (𝒎𝟏) 0.082 0.07973  𝐾𝑔  

Masa del segundo eslabón (𝒎𝟐) 0.106 0.08967  𝐾𝑔  

Longitud del primer eslabón (𝑳𝟏) 0.265 0.24418  𝑚  

Longitud del segundo eslabón (𝑳𝟐) 0.3785 0.3547  𝑚  

Inercia del primer eslabón (𝑰𝟏) 0.001  0.00022  𝐾𝑔.𝑚2 

Inercia del segundo eslabón (𝑰𝟐) 0.001  0.000394  𝐾𝑔.𝑚2  

Fricción viscosa de la base móvil (𝒃) 4.32 5.79 𝑁.𝑚. 𝑠/𝑟𝑎𝑑  

Resistencia de armadura (𝑹) 6.70 6.7 Ω  

Constante de Torque (𝑲𝒕) 0.0440694 0.0544069  𝑁.𝑚/𝐴  

Constante de FEM (𝑲𝒆) 0.0440694  0.0544069  𝑉. 𝑠/𝑟𝑎𝑑  

 

Los valores iniciales se determinaron a través de pruebas de laboratorio y con las 
ecuaciones de la sección 2.1.4 que corresponden al motor de corriente continua. 
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2.4.2 Validación de parámetros 

Con los parámetros estimados, se valida el modelo matemático con una nueva serie 
de datos experimentales corroborando que tengan un comportamiento similar entre 
ellos y un bes fit aceptable (superior al 60%). En la figura 18, se puede observar que 
el desplazamiento de la base móvil presenta un 83,36% de acierto, la posición 
angular del primer eslabón un 77,19% y la posición angular del segundo eslabón un 
61,97% por lo que se puede optar por trabajar con estos para el diseño de los 
controladores. 

Cabe resaltar que se hicieron varias tomas de datos y todos arrojaron un bes fit 
aceptable superior al 60%. 

Figura 18. Validación de los datos experimentales con el modelo no lineal [Autor]  
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3 CAPITULO 3: CONTROL 
 

  REPRESENTACIÓN EN ESPACIO DE ESTADOS 

Siguiendo las ecuaciones que rigen el comportamiento del sistema mostradas en la 
sección 2.1.3 y los valores de los parámetros estimados de la tabla 7, se desarrolla 
el modelo en espacio de estados.  

Debido a que el sistema no es lineal, el modelo en espacio de estados se expresa 
de la siguiente forma: 

𝑥̇ = 𝑓(𝑥, 𝑢)      ;     𝑦 = 𝑔(𝑥)                                                                                           (59) 

Donde 𝑥 es el vector de estados, 𝑢 el vector de entradas y 𝑦 el vector de salidas. 
Se seleccionan como variables de estados las 3 posiciones, es decir la posición de 
la base móvil, la posición del primer eslabón y la posición del segundo eslabón; así 
mismo sus correspondientes velocidades: 

𝑥1 = 𝜃0;    𝑥2 = 𝜃0̇;   𝑥3 = 𝜃1;    𝑥4 = 𝜃1̇;    𝑥5 = 𝜃2;   𝑥6 = 𝜃2̇                                              (60) 

Estas variables de estado, se derivan y se obtienen las razones de cambio del 
sistema que representan el comportamiento físico de este en cualquier punto de 
operación: 

𝑥1̇ = 𝑥2 

𝑥2̇ =

𝐴𝐴
𝐵𝐵
𝐶𝐶
𝐷𝐷

 

𝑨𝑨 = (𝑑3𝑑4 𝑐𝑜𝑠(𝑥5) − 𝑑2𝑑5 𝑐𝑜𝑠(𝑥3 − 𝑥5) 𝑐𝑜𝑠(𝑥3)) ∗ (𝑑5 𝑠𝑒𝑛(𝑥3 − 𝑥5)𝑥4
2 + 𝑓2 𝑠𝑒𝑛(𝑥5))   

𝑩𝑩 = (𝑑2
2𝑑6 𝑐𝑜𝑠(𝑥3)

2 − 𝑑1𝑑4 𝑑6 + 𝑑3
2𝑑4 𝑐𝑜𝑠(𝑥5)

2 + 𝑑1 𝑑5
2𝑐𝑜𝑠(𝑥3 − 𝑥5)

2 −

2𝑑2 𝑑3 𝑑5 𝑐𝑜𝑠(𝑥3 − 𝑥5) 𝑐𝑜𝑠 (𝑥3) 𝑐𝑜𝑠(𝑥5)) − ((𝑑4 𝑑6 −  𝑑5
2𝑐𝑜𝑠(𝑥3 − 𝑥5)

2) ∗ (𝑑2 𝑠𝑒𝑛(𝑥3) 𝑥4
2 

+

 𝑑3 𝑠𝑒𝑛(𝑥5) 𝑥6
2 

− 𝑏𝑥2  +
𝑘1 (𝑈−𝑘𝑒 𝑥2  )

𝑅𝑟
))  

𝑪𝑪 = (𝑑2
2𝑑6 𝑐𝑜𝑠(𝑥3)

2 − 𝑑1𝑑4 𝑑6 + 𝑑3
2𝑑4 𝑐𝑜𝑠(𝑥5)

2 + 𝑑1 𝑑5
2𝑐𝑜𝑠(𝑥3 − 𝑥5)

2 −
2𝑑2 𝑑3 𝑑5 𝑐𝑜𝑠(𝑥3 − 𝑥5) 𝑐𝑜𝑠 (𝑥3) 𝑐𝑜𝑠(𝑥5)) + ((𝑑2 𝑑6𝑐𝑜𝑠(𝑥3) − 𝑑3 𝑑5𝑐𝑜𝑠(𝑥3  − 𝑥5) 𝑐𝑜𝑠(𝑥5)) ∗
(−𝑑5𝑠𝑒𝑛(𝑥3  − 𝑥5) 𝑥6

2 + 𝑓1𝑠𝑒𝑛(𝑥3)))  

𝑫𝑫 = 𝑑2
2𝑑6 cos(𝑥3)

2 − 𝑑1𝑑4 𝑑6 + 𝑑3
2𝑑4 cos(𝑥5)

2 + 𝑑1 𝑑5
2𝑐𝑜𝑠(𝑥3 − 𝑥5)

2 −2𝑑2𝑑3𝑑5 cos(𝑥3 −
𝑥5) cos (𝑥3) cos(𝑥5))  

𝑥3̇ = 𝑥4 

𝑥4̇ =

𝐸𝐸
𝐹𝐹
𝐺𝐺
𝐻𝐻

 

𝑬𝑬 = (𝑑2 𝑑6  cos (𝑥3) − 𝑑3 𝑑5cos(𝑥3  − 𝑥5) cos(𝑥5)) ∗ (𝑑2 sen(𝑥3) 𝑥4
2 

+ 𝑑3 sen(𝑥5) 𝑥6
2 

−

𝑏𝑥2  +
𝑘1 (𝑈−𝑘𝑒 𝑥2  )

𝑅𝑟
)  
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𝑭𝑭 = (𝑑2
2𝑑6 cos(𝑥3)

2 − 𝑑1𝑑4 𝑑6 + 𝑑3
2𝑑4 cos(𝑥5)

2 + 𝑑1 𝑑5
2𝑐𝑜𝑠(𝑥3 − 𝑥5)

2 −
2𝑑2 𝑑3 𝑑5 cos(𝑥3 − 𝑥5) cos(𝑥3) cos(𝑥5) + ((𝑑1𝑑5 cos(𝑥3  − 𝑥5) − 𝑑2 𝑑3  cos(𝑥3) cos(𝑥5)) ∗
(𝑑5sen(𝑥3  − 𝑥5) 𝑥4

2 + 𝑓2sen(𝑥5)))  

𝑮𝑮 = (𝑑2
2𝑑6 cos(𝑥3)

2 − 𝑑1𝑑4 𝑑6 + 𝑑3
2𝑑4 cos(𝑥5)

2 + 𝑑1 𝑑5
2𝑐𝑜𝑠(𝑥3 − 𝑥5)

2 −
2𝑑2 𝑑3 𝑑5 cos(𝑥3 − 𝑥5) cos (𝑥3) cos(𝑥5)) − ((−  𝑑5 sen(𝑥3 − 𝑥5) 𝑥6

2 + 𝑓1sen(𝑥3)) ∗ ( 𝑑1𝑑6  −

𝑑3
2cos(𝑥5)

2))  

𝑯𝑯 = (𝑑2
2𝑑6 cos(𝑥3)

2 − 𝑑1𝑑4 𝑑6 + 𝑑3
2𝑑4 cos(𝑥5)

2 + 𝑑1 𝑑5
2𝑐𝑜𝑠(𝑥3 − 𝑥5)

2 −
2𝑑2 𝑑3 𝑑5 cos(𝑥3 − 𝑥5) cos (𝑥3) cos(𝑥5))  

𝑥5̇ = 𝑥6 

𝑥6̇ =

𝐼𝐼
𝐽𝐽
𝐾𝐾
𝐿𝐿

 

𝑰𝑰 = (𝑑3𝑑4 cos(𝑥5) − 𝑑2𝑑5 cos(𝑥3 − 𝑥5) cos(𝑥3)) ∗ (𝑑2 sen(𝑥3) 𝑥4
2 

+ 𝑑3 sen(𝑥5) 𝑥6
2 

− 𝑏𝑥2  +
𝑘1 (𝑈−𝑘𝑒 𝑥2  )

𝑅𝑟
)   

𝑱𝑱 =  (𝑑2
2𝑑6 cos(𝑥3)

2 − 𝑑1𝑑4 𝑑6 + 𝑑3
2𝑑4 cos(𝑥5)

2 + 𝑑1 𝑑5
2𝑐𝑜𝑠(𝑥3 − 𝑥5)

2 −
2𝑑2 𝑑3 𝑑5 cos(𝑥3 − 𝑥5) cos(𝑥3) cos(𝑥5) + ((𝑑1𝑑5 cos(𝑥3  − 𝑥5) − 𝑑2 𝑑3  cos(𝑥3) cos(𝑥5)) ∗
(𝑑5sen(𝑥3  − 𝑥5) 𝑥6

2 + 𝑓1sen(𝑥3)))  

𝑲𝑲 = (𝑑2
2𝑑6 cos(𝑥3)

2 − 𝑑1𝑑4 𝑑6 + 𝑑3
2𝑑4 cos(𝑥5)

2 + 𝑑1 𝑑5
2𝑐𝑜𝑠(𝑥3 − 𝑥5)

2 −
2𝑑2 𝑑3 𝑑5 cos(𝑥3 − 𝑥5) cos (𝑥3) cos(𝑥5)) − (( 𝑑5 sen(𝑥3 − 𝑥5) 𝑥4

2 + 𝑓2sen(𝑥3)) ∗ ( 𝑑1𝑑4  −

𝑑2
2cos(𝑥3)

2))  

𝑳𝑳 = (𝑑2
2𝑑6 cos(𝑥3)

2 − 𝑑1𝑑4 𝑑6 + 𝑑3
2𝑑4 cos(𝑥5)

2 + 𝑑1 𝑑5
2𝑐𝑜𝑠(𝑥3 − 𝑥5)

2 −
2𝑑2 𝑑3 𝑑5 cos(𝑥3 − 𝑥5) cos(𝑥3) cos(𝑥5)  

 (61) 

Donde, 

𝑑1 = 𝑚0 + 𝑚1 + 𝑚2 

𝑑2 = 𝑚1𝑙1 + 𝑚2𝐿1 

𝑑3 = 𝑚2𝑙2 

𝑑4 = 𝑚1𝑙1
2 + 𝑚2𝐿1

2 + 𝐼1 

𝑑5 = 𝑚2𝐿1𝑙2 

𝑑6 = 𝑚2𝑙2
2 + 𝐼2 

𝑓1 = (𝑚1𝑙1 + 𝑚2𝐿1)𝑔 

𝑓2 = 𝑚2𝑙2𝑔  

 



47 
 

3.1.1 Puntos de equilibrio 

Para continuar con la síntesis de control, el modelo de espacio de estados (61) debe 
ser linealizado alrededor de los puntos de equilibrio. Un punto de equilibrio es un 

punto que cumple con 𝑓(𝑥0, 𝑢0) = 0.  

Los puntos de equilibrio del PIDL se determinan igualando a cero las ecuaciones no 
lineales del modelo de espacio de estados, obteniendo:  

𝑥1 = 0;      𝑥3 = 0;     𝑥4 = 0;     𝑥5 = 0;     𝑥6 = 0                                                             (62) 

3.1.2 Linealización del modelo por espacio de estados 

Siguiendo la identificación y selección de los puntos de equilibrio es posible 
linealizar el modelo en espacio de estados de la forma: 

𝑥̇ = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢;    𝑦 = 𝐶𝑥 + 𝐷𝑢                                                                                                (63) 

Basado en la aproximación por series de Taylor, se hace la linealización alrededor 
de los puntos de equilibrio del modelo en espacio de estados, hallando las matrices 

𝐴, 𝐵, 𝐶 𝑦 𝐷. El modelo en espacio de estados linealizado, reemplazando los puntos 
de equilibrio (62) en las ecuaciones (61) es: 

[
 
 
 
 
 
𝑥1̇

𝑥2̇

𝑥3̇

𝑥4̇

𝑥5̇

𝑥6̇]
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
0 1 0
0 𝐴(2,2) 𝐴(2,3)
0 0 0

0 0 0
0 𝐴(2,5) 0
1 0 0

0 𝐴(4,2) 𝐴(4,3)
0 0 0
0 𝐴(6,2) 𝐴(6,3)

0 𝐴(4,5) 0
0 0 1
0 𝐴(6,5) 0]

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
𝑥1

𝑥2

𝑥3
𝑥4

𝑥5

𝑥6]
 
 
 
 
 

+

[
 
 
 
 
 

0
𝐵(2,1)

0
𝐵(4,1)

0
𝐵(6,1)]

 
 
 
 
 

[𝑈] 

[
𝑦1

𝑦2
𝑦3

] = [
1 0 0
0 0 1
0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 1 0

]

[
 
 
 
 
 
𝑥1

𝑥2

𝑥3
𝑥4

𝑥5

𝑥6]
 
 
 
 
 

+ [
0
0
0
] [𝑈] 

(64)   

Donde: 

𝐴(2,2) =  
(
𝑏+𝑘1𝑘𝑒

𝑅𝑟
)∗(−𝑑5

2+𝑑4𝑑6)

𝑑6𝑑2
2−2𝑑2𝑑3𝑑5+𝑑4𝑑3

2+𝑑1𝑑5
2−𝑑1𝑑4𝑑6

  

𝐴(2,3) =  
𝑓1∗(𝑑2𝑑6−𝑑3𝑑5)

𝑑6𝑑2
2−2𝑑2𝑑3𝑑5+𝑑4𝑑3

2+𝑑1𝑑5
2−𝑑1𝑑4𝑑6

  

𝐴(2,5) =  
−𝑓2∗(𝑑2𝑑5−𝑑3𝑑4)

𝑑6𝑑2
2−2𝑑2𝑑3𝑑5+𝑑4𝑑3

2+𝑑1𝑑5
2−𝑑1𝑑4𝑑6

  

𝐴(4,2) =  
(−

𝑏+𝑘1𝑘𝑒
𝑅𝑟

)∗(𝑑2𝑑6−𝑑3𝑑5)

𝑑6𝑑2
2−2𝑑2𝑑3𝑑5+𝑑4𝑑3

2+𝑑1𝑑5
2−𝑑1𝑑4𝑑6

  

𝐴(4,3) =  
−𝑓1∗(−𝑑3

2+𝑑1𝑑6)

𝑑6𝑑2
2−2𝑑2𝑑3𝑑5+𝑑4𝑑3

2+𝑑1𝑑5
2−𝑑1𝑑4𝑑6
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𝐴(4,5) =  
−𝑓2∗(𝑑2𝑑3−𝑑1𝑑5)

𝑑6𝑑2
2−2𝑑2𝑑3𝑑5+𝑑4𝑑3

2+𝑑1𝑑5
2−𝑑1𝑑4𝑑6

  

𝐴(6,2) =  
(
𝑏+𝑘1𝑘𝑒

𝑅𝑟
)∗(𝑑2𝑑5−𝑑3𝑑4)

𝑑6𝑑2
2−2𝑑2𝑑3𝑑5+𝑑4𝑑3

2+𝑑1𝑑5
2−𝑑1𝑑4𝑑6

  

𝐴(6,3) =  
−𝑓1∗(𝑑2𝑑3−𝑑1𝑑5)

𝑑6𝑑2
2−2𝑑2𝑑3𝑑5+𝑑4𝑑3

2+𝑑1𝑑5
2−𝑑1𝑑4𝑑6

  

𝐴(6,5) =  
−𝑓2∗(−𝑑2

2+𝑑1𝑑4)

𝑑6𝑑2
2−2𝑑2𝑑3𝑑5+𝑑4𝑑3

2+𝑑1𝑑5
2−𝑑1𝑑4𝑑6

  

𝐵(2,1) =  
−𝑘1∗(−𝑑5

2+𝑑4𝑑6)

𝑅𝑟∗(𝑑6𝑑2
2−2𝑑2𝑑3𝑑5+𝑑4𝑑3

2+𝑑1𝑑5
2−𝑑1𝑑4𝑑6)

  

𝐵(4,1) =  
𝑘1∗(𝑑2𝑑6−𝑑3𝑑5)

𝑅𝑟∗(𝑑6𝑑2
2−2𝑑2𝑑3𝑑5+𝑑4𝑑3

2+𝑑1𝑑5
2−𝑑1𝑑4𝑑6)

  

𝐵(6,1) =  
−𝑘1∗(𝑑2𝑑5−𝑑3𝑑4)

𝑅𝑟∗(𝑑6𝑑2
2−2𝑑2𝑑3𝑑5+𝑑4𝑑3

2+𝑑1𝑑5
2−𝑑1𝑑4𝑑6)

  

 

Las matrices A, B, C y D del modelo de estados (63) se puede representar en 
definitiva en una función de transferencia con la siguiente expresión matemática: 

𝐻(𝑠) = 𝐶(𝑠𝐼 − 𝐴)−1 𝐵 + 𝐷                                                                                           (65)   

Reemplazando los parámetros de las tablas 2 y 4 en el modelo (64), se obtiene la 
representación numérica del espacio de estados: 

[
 
 
 
 
 
𝑥1̇

𝑥2̇

𝑥3̇

𝑥4̇

𝑥5̇

𝑥6̇]
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
0 1 0
0 −48,55 −15,7
0 0 0

0 0 0
0 −0,994 0
1 0 0

0 206,6 150,4
0 0 0
0 28,67 −72,53

0 −32,96 0
0 0 1
0 76,63 0]

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
𝑥1

𝑥2

𝑥3
𝑥4

𝑥5

𝑥6]
 
 
 
 
 

+

[
 
 
 
 
 

0
3,598

0
−15,31

0
−2,125]

 
 
 
 
 

[𝑈] 

[
𝑦1

𝑦2
𝑦3

] = [
1 0 0
0 0 1
0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 1 0

]

[
 
 
 
 
 
𝑥1

𝑥2

𝑥3
𝑥4

𝑥5

𝑥6]
 
 
 
 
 

+ [
0
0
0
] [𝑈] 

 (66) 

3.1.3 Modelo de espacio de estados en tiempo discreto 

El modelo en espacio de estados en tiempo discreto se hizo definiendo un periodo 
de muestreo 𝑇𝑚, el cual se seleccionó analizando el diagrama de Bode del sistema 
a una atenuación de 40db, donde la mayor frecuencia fue de 13 Hz, dando este un 
periodo de muestreo de 𝑇𝑚 = 1/(2 ∗ 13) = 0,03846 𝑠𝑒𝑔, sin embargo este se definió a 
conveniencia en 0,01 𝑠𝑒𝑔, dado a que experimentalmente los controladores 
requerían un periodo de muestreo más bajo para tener una respuesta más óptima 
y rápida. 
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Para la discretización se parte del sistema lineal e invariante en el tiempo continuo 
(63), al discretizar la ecuación de estado quedara de la forma: 

𝑥((𝑘 + 1)𝑇) = 𝐺(𝑇)𝑥(𝑘𝑇) + 𝐻(𝑇)𝑢(𝑘𝑇)                                                                  (67) 

Donde las matrices 𝐺 y 𝐻 aparecen como resultado de la discretizacion del sistema 
continuo y dependen del tiempo de muestreo 𝑇𝑚, para determinar el valor de 𝐺(𝑇) y 
𝐻(𝑇), se utilizan las siguientes expresiones en tiempo discreto [19]: 

𝐺(𝑇) =  𝑒𝐴𝑇                                                                                                             (68) 

𝐻(𝑇) = (𝑒𝐴𝑇 − 1)𝐴−1𝐵                                                                                              (69) 

La ecuación de salida al ser discretizada queda: 

𝑦(𝑘𝑇) = 𝐶𝑥(𝑘𝑇) + 𝐷𝑢(𝑘𝑇)                                                                                      (70) 

Discretizando el espacio de estados continúo (63) con el periodo de muestreo 𝑇 =
0,01 𝑠𝑒𝑔 se obtiene la representación numérica del espacio de estados en discreta: 

 

𝐺 =

[
 
 
 
 
 
1
0
0
0
0
0

0.007921
0.615

0.008854
1.641

0.001222
0.2252

−0.0006759
−0.1253
1.007
1.368

−0.0037
−0.7474

−2.34𝑒 − 06
−0.0006759

0.01002
1.007

−1.227𝑒 − 05
−0.0037

−4.239𝑒 − 05
−0.007811
−0.001682
−0.3396
1.004
0.7665

−1.471𝑒 − 07
−4.239𝑒 − 05
−5.578𝑒 − 06
−0.001682
0.01001
1.004 ]

 
 
 
 
 

 

 

𝐻 =

[
 
 
 
 
 

0.0001541
0.02854

−0.0006563
−0.1216

−9.058𝑒 − 05
−0.01669 ]

 
 
 
 
 

 

                                                                                                                                          (71) 

  CONTROL POR ESPACIO DE ESTADOS 

El principio de diseño de un sistema de control por espacio de estados parte de la 
dinámica de cada sistema para obtener una matriz de ganancia de retroalimentación 

𝐾 que, mediante la optimización de la función de coste, calcula la ley de control para 
optimizar mejor su rendimiento, se determina un algoritmo que permite generar una 
de las variables de control de la planta 𝑢(𝑘), de manera que las salidas 𝑦(𝑘) 
cumplan con unas especificaciones de funcionamiento establecidas [9]. 

Sea un sistema de control, definido por la ecuación: 

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐺𝑥(𝑘) + 𝐻𝑢(𝑘)       𝑦(𝑘) = 𝐶𝑥(𝑘)                                                                       (72) 

El objetivo es encontrar una señal de control 𝑢(𝑘) que lleve el sistema a un estado 
final deseado, la señal de control está dada por: 
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𝑢(𝑘) = −𝐾𝑥(𝑘)                                                                                                                   (73) 

Donde 𝐾 la  es la matriz de retroalimentación, y convierte al sistema en un sistema 
de control en lazo cerrado estable, reemplazando la ley de control en la (73) [9]. 

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐺𝑥(𝑘) − 𝐻𝐾𝑥(𝑘)   

𝑥(𝑘 + 1) = [𝐴 − 𝐵𝐾]𝑥(𝑘)                                                                                                     (74) 

La matriz de ganancia 𝐾 se puede obtener por la solución de la fórmula de 
Ackerman, el cual permite calcular directamente la matriz de ganancia de, a partir 
de la ecuación: 

𝐾 = [0 0 … 1][𝐵 𝐴𝐵 … 𝐴𝑛−1𝐵]−1(𝐴)                                                                     (75) 

 

  CONTROL LQR 

El regulador cuadrático lineal (LQR) determina una matriz de ganancias 𝐾⏞ que 

ayuda a minimizar la función de costo 𝐽, (76), las matrices 𝑄 y 𝑅 son matrices 
definidas positivas en forma diagonal, para determinar el equilibrio entre el 
seguimiento de una trayectoria por parte de los estados y la energía de la señal 
control requerida por el sistema para alcanzar los objetivos de control deseados. La 

matriz 𝐾⏞ se determina al resolver la ecuación matricial de Riccatti, dadas las 
matrices 𝑄 y 𝑅 [16]. 

 

𝐽 =
1

2
∑ (𝛿𝑇𝑄𝛿 + 𝑢𝑒

𝑇𝑅𝑢𝑒)
∞
𝑘=0                                                                                              (76) 

3.3.1 Diseño del controlador LQR 

Para el diseño del controlador se trabaja con la sección 3.1.2 correspondiente al 
modelo del péndulo representado en espacio de estados en tiempo continuo. Se 
definen las matrices diagonales 𝑄 y 𝑅 explicadas en la sección 3.3 buscando obtener 
una buena respuesta transitoria en el desplazamiento de la base móvil y los ángulos 
de inclinación de los eslabones. 

𝑄 =

[
 
 
 
 
 
10000

0
0
0
0
0

0
10
0
0
0
0

0
0

131,3121
0
0
0

0
0
0
10
0
0

0
0
0
0

131,3121
0

0
0
0
0
0
10]

 
 
 
 
 

 

𝑅 = [1] 

                                                                                                                                          (77) 

El criterio que se utilizó para la selección de estos valores fue la regla de Bryson 
donde 𝑄 y 𝑅 se determinan así: 
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𝑞𝑖𝑖 =
1

𝑥  𝑖 𝑚𝑎𝑥
2                                                                                                              (78) 

𝑟𝑖𝑖 =
1

𝑢  𝑗 𝑚𝑎𝑥
2                                                                                                              (79) 

Para la regla de Bryson deben asumirse los máximos valores deseados de 𝑥 y 𝑢, 
en nuestro caso nos enfocamos en mejorar la respuesta sin importar el costo, por 

lo que se puede tomar 𝑹 = 𝟏, entendiendo que se está minimizando el error de 
estado de las salidas del sistema, a través del mejoramiento del desempeño, en 

otras palabras, se buscaran los valores idóneos de la matriz 𝑄. Entonces tomando 
un error máximo de 1 𝑐𝑚 en la posición del carro, es decir un error de 0,01 𝑚 da un 
valor de Q de: 

𝑞1 =
1

0,0001
= 10000 

Las otras 2 salidas del sistema son las posiciones angulares de los eslabones, se 

asume un error máximo de 5° = 0,0872665 𝑟𝑎𝑑 de oscilación para ambos: 

𝑞2 = 𝑞3 =
1

7,61544−03
= 131,3121 

Al solucionar la ecuación de Riccatti con la ayuda de la función lqr de Matlab, se 
obtiene la matriz de retroalimentación de estados. 

𝐾 = [−100 −64,1870 252,5639 −4.1305 −455,2667 −57,4384]                             (80) 

3.3.2 Simulación del control LQR 

Para la simulación del controlador LQR se implementó un diagrama de bloques en 
la herramienta Simulink de Matlab. Este diagrama de bloques cuenta con el modelo 
no lineal del PIDL y el controlador K diseñado. Se agrega ruido blanco de 0,01 
potencia en las señales para tener una aproximación a la vida real, puesto que estas 
lo presentan.   

Figura 19. Diagrama en lazo cerrado del controlador LQR [Autor] 
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En la figura 20 se puede observar la respuesta transitoria del sistema con el 
controlador LQR dado un punto de inicio de 5° para ambos eslabones respecto a su 
punto de equilibrio que es 0°. El desplazamiento de la base móvil (Salida 1) se 
estabiliza en un tiempo de 4 segundos aproximadamente, mientras que la variación 
del ángulo del eslabón inferior (Salida 2) y la del eslabón superior (Salida 3) se 
estabilizan en un tiempo de 1,5 segundos. 

 

Figura 20. Respuesta transitoria del regulador LQR [Autor] 

 

  

En la figura 21 se puede observar la acción de control del sistema ante las 
condiciones iniciales mencionadas anteriormente.  

Figura 21. Acción de control del regulador LQR [Autor] 
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Debido al ruido inminente que presenta la acción de control se decide filtrar las 
derivadas de las salidas con el bloque de filtro de Kalman ya que estas señales son 
las causantes por haber utilizado el bloque de las derivadas. 

El filtro Kalman es un método que permite estimar variables de estado no 
observables a partir de variables observables que pueden contener algún error de 
medición. La matemática que maneja este, se resume en 5 ecuaciones: 

 Predicción: 

𝑥𝑘
− = 𝐴𝑥̂𝑘−1                                                                                                       (81) 

𝑃𝑘
− = 𝐴𝑃̂𝑘−1𝐴

𝑇 + 𝑄                                                                                             (82) 

 Corrección: 

𝑥̂𝑘 = 𝑥𝑘
− + 𝐾𝑘(𝑧𝑘 − 𝐻𝑥𝑘

−)                                                                                     (83) 

𝑃̂𝑘 = (𝐼 − 𝐾𝑘𝐻)𝑃𝑘
−                                                                                                    (84) 

𝐾𝑘 = 𝑃𝑘
−𝐻𝑇(𝐻𝑃𝑘

−𝐻𝑇 + 𝑅)−1                                                                                     (85) 

 

Donde 𝑲𝒌 es la ganancia de Kalman, las demás variables que se presentan en las 
ecuaciones (81), (82), (83), (84) y (85) están definidas en la tabla 8. 

Tabla 8. Variables del filtro de Kalman 

Variable Definición 

𝑥̂ Estado estimado 

𝑥− Estado previsto 

𝐴 Matriz de transición de estado 

𝑧 Dimensión 

𝐻 Matriz de dimensión 

𝑃̂ Covarianza del error estimado 

𝑃− Covarianza del error previsto 

𝑄 Covarianza del ruido del proceso 

𝐾 Ganancia de kalman 

𝑅 Covarianza del ruido de medición 

𝐼 Matriz identidad 

 

Cabe resaltar que la matemática la hace internamente el bloque de Matlab. 
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Figura 22. Diagrama en lazo cerrado del controlador LQR con los filtros Kalman 
[Autor] 

 

En el diagrama se observa una saturación en la entrada del modelo no lineal, esta 
tiene un tope de 24V, valor máximo que entrega nuestro actuador. 

 

En la figura 23 se grafica la acción de control sin filtrar (rojo) y la acción de control 
filtrada (azul) en donde se puede observar que el filtro Kalman atenuó 
considerablemente el ruido. 

Figura 23. Acción de control del regulador LQR [Autor] 
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  CONTROL DIFUSO 

Los sistemas de control difuso están constituidos de cuatro módulos [17]: 

Figura 24. Módulos de un sistema de control difuso [17] 

 

 

 Módulo de fuzificación (Difusor): Consiste en recibir unos valores 
numéricos y asociarles predicados vagos por medio de unos conjuntos 
borrosos. 

 Módulo de base de reglas: Es una base de datos generada por experiencia, 
sentido común o intuición y es utilizada para gobernar el comportamiento del 
sistema, son de la forma SI – ENTONCES.  

 Módulo de inferencia: Evalúa que regla (o reglas) del sistema se activará 
ante determinado valor de entrada.  

 Módulo de defuzificación (Concresor): Consiste en obtener un valor 
numérico para cada una de las salidas del sistema a partir de los conjuntos 
borrosos a los que pertenece. 

3.4.1 Diseño del control difuso  

Para el diseño del control difuso del PIDL se tuvieron en cuenta los cuatro módulos 
mencionados anteriormente y se definieron de la siguiente manera: 

3.4.1.1 Construcción de las funciones de pertenencia 

Teniendo en cuenta que nuestro sistema tiene 6 variables de estado: 𝑥1 = 𝜃0;    𝑥2 =
𝜃0̇;    𝑥3 = 𝜃1;    𝑥4 = 𝜃1̇;    𝑥5 = 𝜃2;    𝑥6 = 𝜃2̇ se tendrían 76 reglas por el método 
normal de control difuso, lo que resulta muy extenso y poco trabajable, entonces se 

procede a hacer una simplificación fusionando 𝑥1, 𝑥3, 𝑥5 en un error (E) y 𝑥2, 𝑥4, 𝑥6 
en la variación del error (EC).                                       

Para cuantificar E y EC se necesitaron siete subconjuntos difusos, para los valores 
positivos grandes (PB), positivos medianos (PM), positivos pequeños (PS), cero 
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(ZE), negativos pequeños (NS), negativos medianos (NM) y negativos grandes 
(NB).  

El rango de valores que se asignaron a las variables de entrada (E, EC) es [-50 50], 
la función de pertenencia que se eligió fue la función triangular “trimf” como se 
muestra en las figuras 25 y 26.  

Figura 25. Funciones de pertenecía de la variable E [Autor] 

 

Figura 26. Funciones de pertenecía de la variable EC [Autor] 

 

3.4.1.2 Base de reglas 

Después de la etapa de construcción de las funciones de pertenencia, se construye 
una tabla de memoria asociativa difusa para las reglas: 
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Tabla 9. Tabla de memoria asociativa  

E\EC NB NM NS ZE PS PM PB 

NB NB NB NB NM NM NS ZE 

NM NB NB NM NM NS ZE PS 

NS NB NM NM NS ZE PS PM 

ZE NM NM NS ZE PS PM PM 

PS NM NS ZE PS PM PM PB 

PM NS ZE PS PM PM PB PB 

PB ZE PS PM PM PB PB PB 

 

De acuerdo con la tabla 8, tenemos 49 reglas que se pueden expresar como: 

Regla 1: Si E = NB y EC = NB, entonces U = NB 

Regla 2: Si E = NB y EC = NM, entonces U = NB 

     . 

     . 

Regla 48: Si E = PM y EC = PM, entonces U = PB 

Regla 49: Si E = PM y EC = PB, entonces U = PB 

3.4.1.3 Inferencia  

Inicialmente se diseñó el método mandami como módulo de inferencia, pero se 
decide pasarlo a Takagy Sugeno, el cual consiste en utilizar reglas de inferencia de 
la forma:  

SI 𝑥 es A y 𝑦 es B, entonces 𝑍 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 

La variable z de la consecuencia es una función lineal y a, b y c se denominan 
parámetros de la consecuencia.   

En el sistema del PIDL 𝒙 vendría siendo E y 𝒚 EC, entonces 𝒛 seria nuestra variable 
de salida U, tal y como se puede ver en la figura 27: 

Figura 27. Inferencia (sugeno) [Autor] 
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Finalizado el diseño del bloque fuzzy se procede a programarlo en una matlab 
function debido a que este presenta un tiempo de compilación grande, lo que 
dificultaría la retroalimentación del sistema en tiempo real.  

La programación se puede observar en el (Anexo D). 

3.4.2 Simulación del control Difuso 

Para la simulación del controlador difuso se implementó un diagrama de bloques en 
la herramienta Simulink de Matlab. Este diagrama de bloques cuenta con el modelo 
no lineal del PIDL, la ganancia K del controlador diseñado en la sección 3.3.1 y  la 
matlab function programada a partir del bloque fuzzy diseñado. 

En la figura 28 se observa cómo va diseñado el controlador difuso, para ello 
inicialmente se toman los valores de salida del sistema y se pasan por un filtro 
kalman para reducir el ruido de las salidas sin retardar considerablemente la señal, 
luego se multiplica por la Ke del controlador LQR diseñado y se dividen las señales 
en el error (E) y la tasa de cambio del error (EC) lo cual simplifica el controlador, 
luego estás pasan por la lógica difusa la cual se encarga de ajustar las ganancias 
del controlador para finalmente regular el voltaje del actuador y la dirección. 

El error (E) es la fusión de los estados 𝑥1, 𝑥3, 𝑥5 y la tasa de cambio del error (EC) 
es la fusión de los estados 𝑥2, 𝑥4, 𝑥6. 

Figura 28. Diagrama en lazo cerrado del controlador difuso [Autor] 

 

 

En la figura 29 se puede observar la respuesta transitoria del sistema con el 
controlador Difuso dado un punto de inicio de 5° para ambos eslabones respecto a 
su punto de equilibrio que es 0°. El desplazamiento de la base móvil (Salida 1) se 
estabiliza en un tiempo de 5 segundos aproximadamente, mientras que la variación 
del ángulo del eslabón inferior (Salida 2) y la del eslabón superior (Salida 3) se 
estabilizan en un tiempo de 2 segundos. 
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Figura 29. Respuesta transitoria del controlador difuso [Autor] 

 

 

En la figura 30 se puede observar la acción de control del sistema ante las 
condiciones iniciales mencionadas anteriormente, se observa la acción de control 
sin filtrar (azul) y la acción de control filtrada (rojo) en donde se puede observar que 
el filtro Kalman atenuó considerablemente el ruido. 

Figura 30. Acción de control del controlador difuso [Autor] 
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  COMPARACIÓN DE LAS ESTRATEGIAS DE CONTROL 

Diseñadas las 2 estrategias de control se realiza una comparación de estas para 
analizar su comportamiento y poder determinar cuál es la mejor opción para 
implementar experimentalmente en el prototipo construido. Se realizan variaciones 
en las condiciones iniciales para encontrar el rango máximo en el que los 
controladores son capaces de regular la posición de los eslabones del PIDL. 

Caso 1: Ambos eslabones positivos o negativos 

En la figura 31 se puede observar la respuesta transitoria del sistema con el 
controlador LQR y el controlador difuso dado un punto de inicio de 8° para el primer 
eslabón y 8° para el segundo eslabón respecto a su punto de equilibrio que es 0°. 
Los controladores tienen un comportamiento muy similar en las 3 salidas. 

El desplazamiento de la base móvil (Salida 1) se estabiliza en un tiempo de 4 
segundos aproximadamente, mientras que la variación del ángulo del eslabón 
inferior (Salida 2) y la del eslabón superior (Salida 3) se estabilizan en un tiempo de 
1,5 segundos. 

Figura 31. Respuesta transitoria con condiciones iniciales (𝜃1 = 13°, 𝜃2 = 8°) [Autor] 

 

 

En la figura 32 se puede observar la acción de control del sistema ante los 
controladores LQR y Difuso. Ambos presentan un pico de voltaje similar de 12 
voltios, aunque la señal del LQR es más suave. 
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Figura 32. Acción de control con condiciones iniciales (𝜃1 = 13°, 𝜃2 = 8°) [Autor] 

 

Caso 2: Primer eslabón positivo, segundo eslabón negativo  

En la figura 33 se puede observar la respuesta transitoria del sistema con el 
controlador LQR y el controlador difuso dado un punto de inicio de 3° para el primer 
eslabón y 2° para el segundo eslabón respecto a su punto de equilibrio que es 0°.  

Los controladores tienen un comportamiento muy similar en las 3 salidas, aunque 
en el desplazamiento de la base móvil el controlador LQR logra estabilizarse 1 
segundo antes que el Difuso.   

El desplazamiento de la base móvil (Salida 1) se estabiliza en un tiempo de 4,5 
segundos aproximadamente, mientras que la variación del ángulo del eslabón 
inferior (Salida 2) y la del eslabón superior (Salida 3) se estabilizan en un tiempo de 
1,5 segundos. 

Figura 33. Respuesta transitoria con condiciones iniciales (𝜃1 = 3°, 𝜃2 = −2°) [Autor] 
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En la figura 34 se puede observar la acción de control del sistema ante los 
controladores LQR y Difuso. Ambos tienen un comportamiento similar, pero el LQR 
tiene un pico de voltaje mucho más alto que el difuso, alcanzando el máximo voltaje 
del actuador que es de 24V. El pico de voltaje del difuso no alcanza los 10V. 

Figura 34. Acción de control con condiciones iniciales (𝜃1 = 3°, 𝜃2 = −2°) [Autor] 

 

 

Caso 3: Primer eslabón negativo, segundo eslabón positivo 

En la figura 35 se puede observar la respuesta transitoria del sistema con el 
controlador LQR y el controlador difuso dado un punto de inicio de -1° para el primer 
eslabón y 3° para el segundo eslabón respecto a su punto de equilibrio que es 0°.  

Los controladores tienen un comportamiento muy similar en las 3 salidas, aunque 
en el desplazamiento de la base móvil el controlador LQR logra estabilizarse 1 
segundo antes que el difuso.   

El desplazamiento de la base móvil (Salida 1) se estabiliza en un tiempo de 5 
segundos aproximadamente, mientras que la variación del ángulo del eslabón 
inferior (Salida 2) y la del eslabón superior (Salida 3) se estabilizan en un tiempo de 
2 segundos. 
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Figura 35. Respuesta transitoria con condiciones iniciales (𝜃1 = −1°, 𝜃2 = 3°) [Autor] 

 

 

En la figura 36 se puede observar la acción de control del sistema ante los 
controladores LQR y Difuso. Ambos tienen un comportamiento similar, pero el LQR 
tiene un pico de voltaje de 20V, mientras que el del difuso no alcanza los 10V. 

Figura 36. Acción de control con condiciones iniciales (𝜃1 = −1°, 𝜃2 = 3°) [Autor] 
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4 CAPITULO 4: VALIDACIÓN DE LOS CONTROLADORES 
 

En este capítulo se muestra la implementación de los controladores diseñados en 
el capítulo 3 (LQR y difuso) en el prototipo funcional, se hace con la ayuda de una 
interfaz gráfica diseñada para facilitar la visualización del comportamiento del 
sistema. 

  INTERFAZ GRÁFICA 

La interfaz gráfica se diseñó mediante la herramienta Simulink Matlab® 2021a 
permitiendo supervisar en tiempo real el péndulo doble y a su vez, cargar datos que 
se hayan tomado de otras pruebas para poder visualizar su comportamiento sin 
necesidad de tener el prototipo funcionando en el instante. En la figura 37 se 
observa la interfaz desarrollada en Simulink de Matlab. 

Figura 37. Interfaz gráfica realizada [Autor] 

 

 

La interfaz está realizada de modo que se pueda elegir si desea observar el 
movimiento con los datos en tiempo real o los datos que se han guardado y cargado 
de pruebas anteriores, esta elección se hace mediante un switch manual para cada 
una de las salidas. 

Lo siguiente ha sido configurar la posición inicial del carro y el eje de rotación de los 
péndulos, para esto se utilizan unas constantes que son las encargadas de definir 
la posición del carro en sus ejes fijos y el eje en el cual rotarán los péndulos en base 
a las coordenadas de la interfaz. En la figura 38 se observa la interfaz después de 
ser configurado la posición y ejes de rotación. 
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Figura 38. Visualización de la Interfaz gráfica realizada con el bloque VR Sink [Autor] 

 

 

Por último, se colocan unas ganancias que se encargan de dimensionar el 
desplazamiento del carro y los ángulos de rotación, se realiza debido a que al cargar 
la interfaz diseñada en el bloque VR Sink no toma la misma escala que maneja el 
prototipo, se ve la necesidad de escalar los datos para que coincida totalmente con 
el comportamiento. La creación del modelo virtual se puede observar en (Anexo E). 

Es importante aclarar que el modulo permite la simulación del sistema con el modelo 
creado en bloques, pero para la visualización del sistema experimental se debe 
guardar los datos del comportamiento para cargarlos posteriormente a simulink y 
poder visualizarlos en el ambiente virtual. 

 

  IMPLEMENTACIÓN CONTROL LQR 

Para la implementación de los controlador LQR en el sistema fue necesario calibrar 
el punto de equilibrio (0°) en ambos eslabones, tal y como se puede observar en el 
(Anexo F). 

4.2.1 Punto de equilibrio 

La implementación del controlador LQR diseñado en la sección 3.3.1 se muestra en 
la figura 39 donde se observa la respuesta transitoria de las variables, el 
desplazamiento del carro realiza oscilaciones entre -0,02 y 0,06 [m] permitiendo que 
el ángulo de ambos eslabones se mantenga cerca de su punto de equilibrio de 0°. 

El ángulo del primer eslabón varía entre -5° y 6° mientras que el del segundo 
eslabón lo hace entre -1,4° y 3°. 
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En la figura 40 se observa la acción de control generada por el actuador para realizar 
la regulación de los eslabones, la señal es suave por la utilización del filtro Kalman 
aunque tiene picos de 16,5V en algunos instantes. Los datos fueron tomados cada 
0,01 segundos que corresponde a nuestro periodo de muestreo. 

Figura 39. Respuesta transitoria del controlador LQR implementado [Autor] 

 

Figura 40. Acción de control del controlador LQR implementado [Autor] 
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4.2.2 Punto de equilibrio, Perturbación 

Se implementa el controlador LQR en el prototipo y se expone a perturbaciones que 
comprueben su funcionamiento, aplicando pequeñas fuerzas externas en donde la 
variación del ángulo de ambos eslabones se vea afectada por la perturbación. 

En la figura 41 se muestra el comportamiento de las variables ante las 
perturbaciones aplicadas, cabe resaltar que se hicieron en sentido horario de las 
manecillas del reloj en los segundos 5, 10 y 27. 

El primer eslabón alcanza los 10,3° en la perturbación de 5 segundos, 16,3° en la 
de 10 segundos y 15,41° en la de 27 segundos; mientras que el segundo eslabón 
alcanza 7,6° en la de 5 segundos, 8,6° en la de 10 segundos y 6,7° en la de 27 
segundos.  

En la figura 42 se muestra la acción de control generada ante estas perturbaciones, 
se observan los picos de voltajes que envía el actuador para lograr estabilizar los 
eslabones.  

Figura 41. Respuesta transitoria del controlador LQR ante perturbaciones [Autor] 
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Figura 42. Acción de control del controlador LQR ante perturbaciones [Autor] 

 

 

  IMPLEMENTACIÓN CONTROL DIFUSO 

Para la implementación del controlador difuso en el sistema fue necesario calibrar 
el punto de equilibrio (0°) en ambos eslabones, tal y como se puede observar en el 
(Anexo F). 

4.3.1 Punto de equilibrio 

La implementación del controlador Difuso diseñado en la sección 3.4.1 se muestra 
en la figura 43 donde se observa la respuesta transitoria de las variables, el 
desplazamiento del carro realiza oscilaciones entre -0,05 y 0,05 [m] permitiendo que 
el ángulo de ambos eslabones se mantenga cerca de su punto de equilibrio de 0°. 

El ángulo del primer eslabón varía entre -5,7° y 6,6° mientras que el del segundo 
eslabón lo hace entre -2° y 3°. 

En la figura 44 se observa la acción de control generada por el actuador para realizar 
la regulación de los eslabones, la señal presenta una conmutación rápida por lo que 
se termina saturando, esta característica es muy común en la implementación de 
los controles difusos. Los datos fueron tomados cada 0,01 segundos que 
corresponde a nuestro periodo de muestreo. 
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Figura 43. Respuesta transitoria del controlador Difuso implementado [Autor] 

 

 

Figura 44. Acción de control del controlador Difuso implementado [Autor] 
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4.3.2 Punto de equilibrio, Perturbación 

Se implementa el controlador Difuso en el prototipo y se expone a perturbaciones 
que comprueben su funcionamiento, aplicando pequeñas fuerzas externas en 
donde la variación del ángulo de ambos eslabones se vea afectada por la 
perturbación.  

En la figura 45 se muestra el comportamiento de las variables ante las 
perturbaciones aplicadas, cabe resaltar que se hicieron dos en sentido contrario de 
las manecillas del reloj en los segundos 2,5 y 21; y una en sentido horario en el 
segundo 12. 

El primer eslabón alcanza los -9,1° en la perturbación de 2,5 segundos, 7,3° en la 
de 12 segundos y -11° en la de 21 segundos; mientras que el segundo eslabón 
alcanza -5,7° en la de 2,5 segundos, 4,7° en la de 12 segundos y -5,75° en la de 21 
segundos.  

En la figura 46 se muestra la acción de control generada ante estas perturbaciones, 
se observan el mismo comportamiento de saturación por su conmutación rápida.  

Figura 45. Respuesta transitoria del controlador Difuso ante perturbaciones [Autor] 
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Figura 46. Acción de control del controlador Difuso ante perturbaciones [Autor] 

 

 

 COMPARACIÓN DEL CONTROL LQR Y EL CONTROL DIFUSO 

Se procede a hacer la comparación de los controladores LQR y Difuso en equilibrio 
para evidenciar las diferencias y similitudes entre ellos. Evidenciando un mejor 
comportamiento del controlador LQR debido a que logra controlar ambos eslabones 
en su punto de equilibrio en un rango menor de oscilaciones que el controlador 
difuso. 

Así mismo se puede observar la acción de control saturada en el controlador difuso 
por su conmutación rápida. 
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Figura 47. Respuesta transitoria del controlador LQR y el controlador difuso [Autor] 

 

 

Figura 48. Acción de control del controlador LQR y el controlador difuso [Autor] 
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CONCLUSIONES 
  

 Al usar la programación en Arduino mediante Simulink pudimos validar las 
dos estrategias de control diseñadas, reduciendo considerablemente los 
tiempos de programación debido a que es posible desarrollar el algoritmo en 
Simulink y desplegarlo en Arduino mediante la generación automática de 
código, lo anterior nos permite modificar ganancias y diversas cosas en 
tiempo real mediante Simulink y también visualizar el código automático 
generado para correrlo directamente en el Arduino. 
 

 La programación del controlador difuso en un Matlab Function fue de vital 
importancia para la validación del mismo debido a que con el bloque fuzzy 
utilizado en Simulink el controlador no funcionaba en el prototipo porque el 
tiempo de procesamiento era muy largo.  
 

 La interfaz gráfica diseñada nos permitió observar el comportamiento del 
controlador a nivel de simulación. En cuanto al nivel experimental se pudieron 
guardar los datos de la planta y observar el comportamiento que tuvo en su 
momento con el controlador cargado. 
 

 El controlador que mejor se ajustó al péndulo invertido doble lineal a nivel 
experimental fue el LQR porque logro estabilizar ambos eslabones en lapsos 
de tiempos cortos, logrando que los ángulos de los eslabones tuvieran una 
oscilación pequeña en su posición de equilibrio. El primer eslabón se alejó 
máximo 5° y el segundo 3,2°. 
 

 La acción de control del controlador difuso a nivel experimental tiene un 
comportamiento similar a la de un controlador ON-OFF, el cual conmuta 
rápidamente para hacer el cambio de giro en el actuador. 
 

 Las perturbaciones aplicadas al sistema fueron variaciones externas 
realizadas en el segundo eslabón debido a que si se realizaban en el primer 
eslabón, el sistema se inestabilizaba. 
 

 El controlador LQR fue el que permitió un mayor rango de perturbaciones al 
sistema experimentalmente sin que este se inestabilizara, 8,6° 
aproximadamente tolero el segundo eslabón mientras que en el controlador 
difuso no tolero más de 5,7°. En cuanto al primer eslabón se observó que 
alcanzo los 16°. 
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ANEXOS 
 

ANEXO A. Ensamble del prototipo 

 
Para el ensamble del prototipo fue necesario construir algunas piezas en aluminio: 

 
 Base para el eje de guía: Se diseñó una base en aluminio para cada extremo 

del eje. 
 
Figura 49. Base para el eje de guía [Autor] 

 

 

 

 Primer eslabón:  
 
Figura 50. Primer eslabón [Autor] 

 

 
 Segundo eslabón: 

 
Figura 51. Segundo eslabón con acople [Autor] 
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 Base para el motor de corriente continua:  
 
Figura 52. Base para el motor DC [Autor] 

     

 

 Base para el primer sensor de inclinación:   
 
Figura 53. Base para el primer sensor de inclinación [Autor] 

 

 

 Bases para la polea de sincronismo:  
 

Figura 54. Bases para la polea de sincronismo [Autor] 
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Tras finalizar la construcción de las piezas mostradas anteriormente se procedió a 
hacer el ensamble del prototipo: 

 

 Acople de las bases al eje de guía 

Figura 55. Acople de las bases al eje de guía [Autor] 

 

 

 Acople del motor DC a sus bases. 
 

Figura 56. Acople del motor DC a sus bases [Autor] 

 

 

 Acople del motor DC al sistema de transmisión (polea y correa dentada). 
 

Figura 57. Acople del motor al sistema de transmisión [Autor] 
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 Acople de la polea dentada a su base. 
 

Figura 58. Acople de la polea dentada a su base [Autor] 

   

 

 Acople de la base del sensor de inclinación al carro. 
 

Figura 59. Acople de la base del sensor al carro [Autor] 

    

 

 Acople del sensor de inclinación a su base. 
 

Figura 60. Acople del sensor de inclinación a su base [Autor] 
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 Acople de la abrazadera a la correa dentada. 
 

Figura 61. Acople de la abrazadera a la correa dentada [Autor] 

   

 

 Acople del primer péndulo al carro. 
 

Figura 62. Acople del primer péndulo al carro [Autor] 
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ANEXO B. Datasheet 

 

 Motor DC (NF5475E) 
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 Sensor Óptico (P3022-V1-CW360) 
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 Driver del motor (BTS7960) 
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 Arduino DUE 
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ANEXO C. Esquemas de conexiones 

 

Para la comprensión de los esquemáticos de conexión que se presentaran a 
continuación, se debe tener en cuenta que los elementos están enumerados de 
acuerdo a la tabla 6 de la sección 2.3.5.   

En las conexiones se tiene en cuenta que se diseñó una baquelita como se puede 
observar en la figura 63, se utiliza para poder leer correctamente los sensores sin 
necesidad de tener una fuente regulada para su alimentación debido a que el 
Arduino Due no envía los 5v exactos necesarios en los sensores de efecto hall y 
también para disminuir ruido ocasionado por cableado. 

Figura 63. Baquelita diseñada [Autor] 

 

 

Ahora, se procede a hacer la conexión entre la baquelita y el Arduino Due, para ello 
se tiene en cuenta que la baquelita está diseñada para encajar perfectamente en el 
Arduino como se observa en la figura 64. 

Figura 64. Conexión entre la baquelita y el Arduino Due [Autor] 
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Ahora procederemos a hacer la conexión paso a paso de los elementos que van en 
la baquelita, iniciando por los sensores angulares de efecto hall como se muestra 
en la figura 65. 

Figura 65. Conexión entre la baquelita y los sensores angulares [Autor] 

 

 

Ahora se realiza la conexión entre la baquelita y los Trimmer, los cuales se 
encargarán de reducir el voltaje enviado por los sensores de 5v a 3.3v el cual recibe 
el Arduino Due, el esquemático de conexión se observa en la figura 66. 

Figura 66. Conexión entre la baquelita y los trimmer [Autor] 
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Ahora se realiza la conexión entre la baquelita y el módulo regulador DC, el cual se 
encargará de alimentar todos los componentes para el correcto funcionamiento del 
sistema como se muestra en la figura 67. 

Figura 67. Conexión entre la baquelita y el módulo regulador de voltaje DC [Autor] 

 

 

Ahora se realiza la conexión entre la baquelita y el puente H que se encargará de 
realizar el cambio de giro en el motor, para ello se conectan los canales que 
necesitan ir habilitados a 5v y la habilitación del propio módulo para su correcto 
funcionamiento y también los pines de PWM como se muestra en la figura 68. 

Figura 68. Conexión entre la baquelita y el puente H [Autor] 
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Ahora se procede a hacer la conexión entre la baquelita y el encoder del motor que 
será el encargado de indicarnos la posición del carro en el riel, el esquemático de 
conexión se puede observar en la figura 69. 

Figura 69. Conexión entre la baquelita y el encoder del motor [Autor] 

 

 

Ahora se procede a realizar la conexión entre la baquelita y el conversor de niveles 
bidireccional, este se encargará de realizar la correcta lectura del encoder 
mencionado anteriormente, el esquemático de conexión se observa en la figura 70. 

Figura 70. Conexión entre la baquelita y el conversor de niveles bidireccional [Autor] 
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Ahora se hace la conexión entre la baquelita y la fuente de 24v, esta conexión es la 
que alimentará al regulador de voltaje el cual convertirá los 24v en 5v para la 
alimentación de los sensores y los canales del puente H. El esquemático de la 
conexión se observa en la figura 71. 

Figura 71. Conexión entre la baquelita y la fuente de 24v DC [Autor] 

 

 

Después de haber realizado las respectivas conexiones de la baquelita se procede 
a realizar la conexión entre el puente H y el motor, el esquemático de conexión se 
puede observar en la figura 72. 

Figura 72. Conexión entre el puente H y el motor [Autor] 
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Después de haber realizado la conexión entre el puente H y el motor, se procede a 
alimentar el puente H con los 24v de la fuente como se observa en la figura 73. 

Figura 73. Conexión entre el puente H y la fuente de 24v [Autor] 
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ANEXO D. Programación del controlador difuso 

 
Se procede a programar el control difuso en un bloque de Matlab Function para 
reducir el tiempo de procesamiento y garantizar el correcto funcionamiento del 
controlador en el prototipo construido. 

Se inicia definiendo el bloque Matlab Function en base a sus entradas E y EC, luego 
corresponde evaluar las entradas en base a los conjuntos definidos, debido a que 
los conjuntos son los mismos para ambas entradas tanto en su rango como en el 
diseño de sus funciones de membresía, se declara un solo vector de 3x7 con los 
tres puntos clave de cada una de las funciones triangulares como se muestra en la 
figura 74. 

Figura 74. Vector de puntos claves de la función triangular [Autor] 

 

Se procede a evaluar el valor de la entrada E y EC en cada conjunto, para realizar 
esto se plantea un ciclo for que hará la evaluación de los 7 conjuntos y un 
condicional if que definirá el valor de salida en base a la función de pertenencia de 
la función triangular como se muestra en la figura 75. 

 Figura 75. Programación para el valor de salida de las funciones de membrecía 
[Autor] 
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Después de tener los valores de la evaluación de E y EC en la función triangular 
almacenados en un vector, se procede a independizar cada valor por la facilidad 
que brinda al momento de continuar la programación como se muestra en la 
siguiente figura: 

Figura 76. Separación de los valores evaluados en la función triangular [Autor] 

 

Ahora, se procede a hallar los valores de los W en base a las 49 reglas, teniendo 
en cuenta que todas las reglas están bajo la conexión And y en el diseño del Fuzzy 
se definió que el método And estaría relacionado con el valor mínimo, se procede a 
utilizar la función min de Matlab según las reglas y también se define el conjunto de 
salida Z que al ser un modelo de tipo Sugeno es una constante en cada valor, lo 
anterior se muestra en la figura 77. 

Figura 77. Definición de los W según las reglas y los conjuntos de salida [Autor] 
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Ahora se procede a hallar el valor de salida del sistema difuso, debido a que el 
método de defuzzificación está definido como Wtaver, la matemática a realizar se 

define como: 
∑ 𝑊𝑖𝑍𝑖

49
𝑖=1

∑ 𝑊𝑖
49
𝑖=1

, entonces se procede a hallar el valor de salida teniendo en 

cuenta que va dependiendo de las 49 reglas planteadas anteriormente junto a sus 
respectivos W. La programación del valor de salida se observa en la figura 78. 

 

Figura 78. Programación de la salida del sistema en base a la lógica Wtaver [Autor] 
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ANEXO E. Modelo virtual 

 
Para el diseño del sistema en 3D se utiliza el programa V-Realm Builder el cual es 
el editor predeterminado de la animación 3D de Simulink, el programa permite 
realizar las diferentes animaciones utilizando figuras básicas como son prismas 
rectangulares, cilindros, cubos, esferas y conos, si se desea realizar algo más 
elaborado también cuenta con una herramienta conocida como extrusión la cual 
permite diseñar otro tipo de figuras más complejas. 

Para realizar el diseño es importante comprender que el entorno permite dejar 
figuras aisladas y que sus movimientos no afecten a las otras o concatenarlas y que 
dependa de la anterior. Teniendo esto en cuenta se diseña el entorno el cual está 
comprendido por cuatro prismas rectangulares y dos esferas, estos prismas 
representan lo que es el riel del sistema como el prisma de color verde, el carro que 
se desplazará a través del riel como el prisma de color rojo, el primer péndulo como 
el prisma de color morado y el segundo péndulo como el prisma de color amarillo, 
las esferas azules serán las encargadas de hacer como los conectores entre los 
péndulos y a su vez son las que dan el ángulo de posición de los péndulos. En la 
figura 79 se puede visualizar los prismas mencionados anteriormente ya colocados 
en el orden deseado para la interfaz. 

Figura 79. Diseño final de la interfaz 3D [Autor] 

 

 

Inicialmente se coloca el prisma rectangular que es llamado “Base” que simulará el 
riel en el cual se desplaza el carro y simula los límites del mismo y se procede a 
definir el tamaño del prisma mediante la opción size y a cambiar su color mediante 
la opción Material como se muestra en la figura 80. 
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Figura 80. Parámetros del prisma rectangular [Autor] 

 

Luego se procede a crear el prisma que hará del carro del sistema que se llama 
“Carrito”, se ajusta el tamaño y el color igual que con la base y se procede a aplicar 
una translación para superponerlo en lo que es el riel, esto se realiza mediante la 
opción translation, después se procede a colocar la esfera que hará de conector 
entre el carro y el péndulo, le configuramos el radio, color y la acomodamos con una 
translación, esta esfera la llamaremos “AcoplePen1”, sin embargo la anterior se 
concatena al carro haciendo que se una la nueva pieza al diagrama de árbol de la 
pieza a la cual desea concatenarlo, al hacerlo aparecerá la siguiente figura en la 
opción de children como se muestra en la figura 81. 

Figura 81. Diagrama de árbol del Carrito y el AcoplePen1 [Autor] 
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Se procede a hacer los mismos pasos anteriores para añadir los prismas que 
representarán los péndulos y la esfera que hará como conexión entre los mismos 
para finalmente tener el resultado visto en la figura 81; luego se guardará el archivo 
y se procederá a cargarlo en Simulink en el bloque VR Sink para realizar la selección 
de los parámetros que se irán modificando en tiempo real como se muestra en la 
figura 82. 

Figura 82. Configuración de los parámetros de entrada del entorno virtual [Autor] 
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ANEXO F. Calibración del cero en los péndulos 

 
Inicialmente para realizar correctamente la calibración de los ceros del sistema, se 
procede a validar que la mesa donde se encuentra ubicado el prototipo se encuentre 
nivelada, para ello usamos un nivel, si se determina que no se encuentra nivelada 
se realiza el ajuste a la altura en la parte que sea necesaria hasta que se encuentre 
nivelada como se muestra en la figura 83.  

Figura 83. Verificación de que el sistema se encuentre nivelado [Autor] 

 

 

Debido a que los sensores escogidos pueden llegar a presentar perdidas en la 
palabra digital debido a la tolerancia del sensor como se muestra en el Datasheet 
(Anexo 2) y también debido a golpes que pueda sufrir durante las pruebas, se les 
realiza un ajuste aprovechando la característica lineal del sensor mediante la 
ecuación de la pendiente y la ecuación de la recta. 

Para realizar el ajuste inicialmente se enciende el sistema y se lee el valor mínimo 
y máximo que arroja el sensor en cuanto a la palabra digital, teniendo en cuenta los 
datos anteriores y que se desea obtener una lectura de 0 a 4096 de palabra digital 
se halla la pendiente y el valor de b para la ecuación de la recta para cada sensor, 
luego se procede a hacer el ajuste mediante Simulink utilizando ganancias y bloques 
de resta como se observa en la figura 84. 
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Figura 84. Ajuste para leer el valor completo de palabra digital del sensor [Autor] 

 

 

Después de hacer el ajuste para la lectura completa de la palabra digital del sensor 
se procede a hacer la conversión a grados utilizando una ganancia en Simulink 
teniendo en cuenta la relación entre la palabra digital y los grados como se observa 
en el Datasheet del sensor (Anexo 2), también se realiza el ajuste del cero relativo 
restando el valor de los grados que tengamos al momento teniendo en cuenta la 
posición de los péndulos para así obtener el cero que entrara al sistema como se 
observa en la figura 85. 

 

Figura 85. Cero relativo en grados de los péndulos mediante Simulink [Autor] 
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Después de tener la estructura para configurar el cero relativo de los péndulos que 
tendrá en cuenta el controlador, se procede a realizar la lectura de los sensores y 
ajustar el cero lo más exacto posible utilizando un nivel, para ello se coloca el cero 
relativo en 0° como se muestra en las figuras 86 y 87 y se valida que esté correcto 
utilizando el nivel en las posiciones de 90° y -90° como se muestra en las figuras 
88, 89, 90 y 91. 

Figura 86. Lectura de los péndulos en 0° utilizando el nivel como referencia [Autor]  

 

 

Figura 87. Posicionamiento en 0° de los péndulos utilizando el nivel como referencia 
[Autor]  
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Figura 88. Lectura de los péndulos en 90° utilizando el nivel como referencia [Autor] 

  

 

Figura 89. Posicionamiento en 90° de los péndulos utilizando el nivel como 
referencia [Autor] 
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Figura 90. Lectura de los péndulos en -90° utilizando el nivel como referencia [Autor] 

 

 

Figura 91. Posicionamiento en -90° de los péndulos utilizando el nivel como 
referencia [Autor] 
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ANEXO G. PÉNDULO INVERTIDO SENCILLO 

 

El sistema de péndulo invertido es un ejemplo que se encuentra comúnmente en 
los libros de texto de sistemas de control y en la literatura de investigación. Su 
popularidad se debe en parte al hecho de que es inestable sin control, es decir, el 
péndulo simplemente se caerá si no se mueve el carro para equilibrarlo. Además, 
la dinámica del sistema es no lineal.  

El objetivo del sistema de control es equilibrar el péndulo invertido aplicando una 
fuerza al carro al que está sujeto el péndulo. Un ejemplo del mundo real que se 
relaciona directamente con este sistema de péndulo invertido es el control de actitud 
de un cohete propulsor en el despegue. 

En este caso, consideraremos un problema bidimensional donde el péndulo está 
obligado a moverse en el plano vertical que se muestra en la siguiente figura. Para 

este sistema, la entrada de control es la fuerza 𝑭 que mueve el carro 
horizontalmente y las salidas son la posición angular del péndulo 𝜽 y la posición 
horizontal del carro 𝒙. 

Figura 92. Representación del PIL [21] 

 

La nomenclatura para este sistema se resume en la tabla 1.  
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Tabla 10. Descripción de variables y parámetros del péndulo sencillo  

Símbolo Descripción 

𝒙 Desplazamiento de la base móvil. 

𝜽 Angulo del eslabón. 

𝑴 Masa de la base móvil. 

𝒎 Masa del eslabón. 

𝒍 Longitud del eslabón a su centro de masa. 

𝑰 Inercia del eslabón. 

𝒈 Fuerza de gravedad. 

𝑭 Fuerza de control. 

 

G.1       MODELO MATEMÁTICO 

En base a tesis y artículos de revistas se tienen las ecuaciones que modelan el 
comportamiento general de la planta representadas con la notación mostrada en la 
tabla 1. 

En primer lugar se realiza el diagrama de cuerpo libre del sistema: 

Figura 93. Diagrama de cuerpo libre del PIL [21] 

 

Sumando las fuerzas en el diagrama de cuerpo libre del carro en la dirección 
horizontal, se obtiene la siguiente ecuación de movimiento: 

𝑀𝑥̈ + 𝑏𝑥̇ + 𝑁 = 𝐹                                                                                                      (86) 

Sumando las fuerzas en el diagrama de cuerpo libre del péndulo en la dirección 

horizontal, se obtiene la siguiente expresión para la fuerza de reacción 𝑵. 

 𝑁 = 𝑚𝑥̈ + 𝑚𝑙𝜃̈𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑚𝑙𝜃̇2𝑠𝑒𝑛𝜃                                                                              (87) 
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Se sustituye la ecuación (86) en la (87), y se obtiene una de las ecuaciones que 
rigen la dinámica del sistema. 

(𝑀 + 𝑚)𝑥̈ + 𝑏𝑥̇ + 𝑚𝑙𝜃̈𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑚𝑙𝜃̇2𝑠𝑒𝑛𝜃 = 𝐹                                                              (88) 

Sumando las fuerzas perpendiculares del péndulo, se obtiene la siguiente ecuación: 

𝑃𝑠𝑒𝑛𝜃 + 𝑁𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑚𝑔𝑠𝑒𝑛𝜃 = 𝑚𝑙𝜃̈ + 𝑚𝑥̈𝑐𝑜𝑠𝜃                                                                     (89) 

Sumando los momentos de inercia del centroide del péndulo, se obtiene: 

−𝑃𝑙𝑠𝑒𝑛𝜃 − 𝑁𝑙𝑐𝑜𝑠𝜃 = 𝐼𝜃̈                                                                                             (90) 

Combinando las ecuaciones (89) y (90) se obtiene la otra ecuación que rige la 
dinámica del sistema. 

(𝐼 + 𝑚𝑙2)𝜃̈ + 𝑚𝑔𝑙𝑠𝑒𝑛𝜃 = −𝑚𝑙𝑥̈𝑐𝑜𝑠𝜃                                                                          (91) 

 

G.2       IDENTIFICACIÓN DEL SISTEMA  

Se realiza la identificación del sistema con el fin de validar si el modelo experimental 
se ajusta al modelo matemático. Para ello se toman datos experimentales de la 
variación del ángulo de inclinación del eslabón y la variación de la posición de la 
base móvil ante una entrada sinusoidal. El eslabón inicia en una posición de 0°, es 
decir hacia abajo. 

Graficando estos datos, se puede observar el comportamiento de las señales (𝑥, 𝜃)  
en la figura 94 durante un tiempo de 35 segundos. 

Figura 94. Respuesta transitoria de los datos experimentales de las señales [Autor] 
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Con estos datos se procede a hacer la comparación con el modelo no lineal del 
sistema teniendo en cuenta los parámetros de la tabla 11. 

En la figura 95 se puede observar que los datos tomados experimentalmente del 

ángulo de inclinación del eslabón (𝜃) y el desplazamiento de la base móvil (𝑥)  tienen 
el mismo comportamiento que el modelo no lineal del sistema, aunque las señales 
presentan un pequeño desfase.  

Figura 95. Comparación de los datos experimentales y el modelo no lineal [Autor] 

 
 

G.2.1    Estimación de parámetros 

Se procede a realizar una estimación de parámetros con la ayuda de la Toolbox de 
Matlab “Parameter Estimator” para ajustar los datos experimentales del prototipo 
construido con el modelo matemático. 

Para ello, se ingresa en la pestaña de análisis de Simulink, se elige la herramienta 
antes mencionada, allí se despliega una barra de opciones en donde se tiene la 
opción de seleccionar cada uno de los parámetros del modelo matemático, en este 
caso se escogieron todos exceptuando la gravedad.  

Masas: 𝑀,𝑚 

Longitud al centro de masa: 𝑙 

Inercia: 𝐼 

Fricción viscosa: 𝑏 

Al seleccionar estos parámetros, la Toolbox da la opción de crear un nuevo 
experimento de estimación en el cual se ingresan los vectores de los datos tomados 
experimentalmente y se le da iniciar. Al finalizar este experimento se obtiene la 
estimación de los parámetros como se puede observar en la figura 96. 
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Figura 96. Ajuste de los datos experimentales con el modelo no lineal [Autor] 

 

 

Finalmente se halla el Bes fit de las señales, observando un 77,94% de acierto en 
el desplazamiento de la base móvil y 76,41% en la posición angular del eslabón. 

Figura 97. Bes fit de los datos experimentales con el modelo no lineal [Autor] 
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Tabla 11. Comparación de los parámetros iniciales y los estimados.  

Parámetros 
Valor 

Unidades 
Inicial Estimado 

Masa de la base móvil (𝑴) 0.165 0.165 𝐾𝑔  

Masa del eslabón (𝒎) 0.086 0.094  𝐾𝑔  

Longitud del eslabón al centro de masa (𝒍) 0.18925 0.22925  𝑚  

Inercia del primer eslabón (𝑰) 0.001  0.001  𝐾𝑔.𝑚2 

Fricción viscosa de la base móvil (𝒃) 5.0 4.32 𝑁.𝑚. 𝑠/𝑟𝑎𝑑  

 

G.3       REPRESENTACIÓN EN ESPACIO DE ESTADOS 

Siguiendo las ecuaciones que rigen el comportamiento del sistema mostradas en la 
sección G.1 y los valores de los parámetros estimados de la tabla 11, se desarrolla 
el modelo en espacio de estados.  

Debido a que el sistema no es lineal, el modelo en espacio de estados se expresa 
de la siguiente forma: 

𝑥̇ = 𝑓(𝑥, 𝑢)      ;     𝑦 = 𝑔(𝑥)                                                                                           (92) 

Donde 𝑥 es el vector de estados, 𝑢 el vector de entradas y 𝑦 el vector de salidas. 
Se seleccionan como variables de estados las 2 posiciones, es decir la posición de 
la base móvil y  la posición del eslabón; así mismo sus correspondientes 
velocidades: 

𝑥1 = 𝑥;   𝑥2 = 𝑥̇;   𝑥3 = 𝜃;   𝑥4 = 𝜃̇                                                                                 (93) 

Estas variables de estado, se derivan y se obtienen las razones de cambio del 
sistema que representan el comportamiento físico de este en cualquier punto de 
operación: 

𝑥1̇ = 𝑥2 

𝑥2̇ =
𝐼𝑈 − 𝐼𝑏𝑥̇ + 𝑈𝑙2𝑚 − 𝑏𝑙2𝑚𝑥̇ + 𝑙3𝑚2𝜃̇2𝑠𝑒𝑛(𝜃) + 𝑔𝑙2𝑚2 cos(𝜃) 𝑠𝑒𝑛(𝜃) + 𝐼𝑙𝑚𝜃̇2𝑠𝑒𝑛(𝜃)

𝐼𝑚 + 𝐼𝑀 + 𝑙2𝑚2 + 𝑙2𝑀𝑚 − 𝑙2𝑚2cos (𝜃)2 
 

𝑥3̇ = 𝑥4 

𝑥4̇ =
−𝑙𝑚(𝑙𝑚𝑐𝑜𝑠(𝜃)𝑠𝑒𝑛(𝜃)𝜃̇2 + 𝑈𝑐𝑜𝑠(𝜃) − 𝑏𝑥̇𝑐𝑜𝑠(𝜃) + 𝑔𝑚𝑠𝑒𝑛(𝜃) + 𝑔𝑀𝑠𝑒𝑛(𝜃))

𝐼𝑚 + 𝐼𝑀 + 𝑙2𝑚2 + 𝑙2𝑀𝑚 − 𝑙2𝑚2cos (𝜃)2
 

 

 (94) 

G.3.1    Puntos de equilibrio 

Para continuar con la síntesis de control, el modelo de espacio de estados (94) debe 
ser linealizado alrededor de los puntos de equilibrio. Un punto de equilibrio es un 

punto que cumple con 𝑓(𝑥0, 𝑢0) = 0.  
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Los puntos de equilibrio del péndulo invertido se determinan igualando a cero las 
ecuaciones no lineales del modelo de espacio de estados, obteniendo:  

𝑥1 = 0;      𝑥2 = 0;     𝑥3 = 0;     𝑥4 = 0                                                                           (95) 

G.3.2    Linealización del modelo por espacio de estados 

Siguiendo la identificación y selección de los puntos de equilibrio es posible 
linealizar el modelo en espacio de estados de la forma: 

𝑥̇ = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢;    𝑦 = 𝐶𝑥 + 𝐷𝑢                                                                                                (96) 

Basado en la aproximación por series de Taylor, se hace la linealización alrededor 
de los puntos de equilibrio del modelo en espacio de estados, hallando las matrices 

𝐴, 𝐵, 𝐶 𝑦 𝐷. El modelo en espacio de estados linealizado, reemplazando los puntos 
de equilibrio (95) en las ecuaciones (94) es: 

[

𝑥1̇

𝑥2̇

𝑥3̇

𝑥4̇

] = [

0 1
0 𝐴(2,2)

0 0
𝐴(2,3) 𝐴(2,4)

0 0
0 𝐴(4,2)

0 1
𝐴(4,3) 𝐴(4,4)

] [

𝑥1

𝑥2
𝑥3

𝑥4

] + [

0
𝐵(2,1)

0
𝐵(4,1)

] [𝑈] 

[
𝑦1

𝑦2
] = [

1 0
0 0

0 0
1 0

] [

𝑥1

𝑥2
𝑥3

𝑥4

] + [
0
0
] [𝑈] 

(97)   

Donde: 

𝐴(2,2) =  
−𝑏𝑚𝑙2+𝑏𝐼

𝐼𝑚+𝐼𝑀+𝑙2𝑚2+𝑙2𝑀𝑚− 𝑙2𝑚2cos (𝜃)2
  

𝐴(2,3) =  
𝑔𝑙2𝑚2cos (𝜃)2−𝑔𝑙2𝑚2 sen(𝜃)2+𝑙3𝑚2𝜃̇2 cos(𝜃)+𝐼𝑙𝑚𝜃̇2 cos(𝜃)

(𝐼𝑚+𝐼𝑀+𝑙2𝑚2+𝑙2𝑀𝑚− 𝑙2𝑚2 cos(𝜃)2)
  

−
(2𝑙2𝑚2 cos(𝜃) sen(𝜃))∗(𝐼𝑈−𝐼𝑏𝑥̇+𝑈𝑙2𝑚−𝑏𝑙2𝑚𝑥̇+𝑙3𝑚2𝜃̇2 sen(𝜃)+𝑔𝑙2𝑚2 cos(𝜃)𝑠𝑒𝑛(𝜃)+𝐼𝑙𝑚𝜃̇2 sen(𝜃))

(𝐼𝑚+𝐼𝑀+𝑙2𝑚2+𝑙2𝑀𝑚− 𝑙2𝑚2 cos(𝜃)2)2
  

𝐴(2,4) =  
(2𝑙3𝑚3 cos(𝜃)𝑠𝑒𝑛(𝜃))∗(𝑙𝑚 cos(𝜃)𝑠𝑒𝑛(𝜃)𝜃̇2+𝑈 cos(𝜃)−𝑏𝑥̇ cos(𝜃)+𝑔𝑚sen(𝜃))

(𝐼𝑚+𝐼𝑀+𝑙2𝑚2+𝑙2𝑀𝑚− 𝑙2𝑚2 cos(𝜃)2)2
  

−
𝑙𝑚∗(𝑔𝑚𝑐𝑜𝑠(𝜃)−𝑈𝑠𝑒𝑛(𝜃)+𝑔𝑀𝑐𝑜𝑠(𝜃)+𝑏𝑥̇𝑠𝑒𝑛(𝜃)+𝑙𝑚𝜃̇2 cos(𝜃)2−𝑙𝑚𝜃̇2 sen(𝜃)2)

(𝐼𝑚+𝐼𝑀+𝑙2𝑚2+𝑙2𝑀𝑚− 𝑙2𝑚2 cos(𝜃)2)
  

𝐴(4,2) =  
−𝑏𝑙𝑚𝑐𝑜𝑠(𝜃)

𝐼𝑚+𝐼𝑀+𝑙2𝑚2+𝑙2𝑀𝑚− 𝑙2𝑚2cos (𝜃)2
  

𝐴(4,3) =  
2𝜃̇𝑠𝑒𝑛(𝜃)𝑙3𝑚2+2𝜃̇𝑠𝑒𝑛(𝜃)𝐼𝑚𝑙

(𝐼𝑚+𝐼𝑀+𝑙2𝑚2+𝑙2𝑀𝑚− 𝑙2𝑚2 cos(𝜃)2)
  

𝐴(4,4) =  
−2𝑙2𝑚2𝜃̇ cos(𝜃)𝑠𝑒𝑛(𝜃)

(𝐼𝑚+𝐼𝑀+𝑙2𝑚2+𝑙2𝑀𝑚− 𝑙2𝑚2 cos(𝜃)2)
  

𝐵(2,1) =  
𝑚𝑙2+𝐼

(𝐼𝑚+𝐼𝑀+𝑙2𝑚2+𝑙2𝑀𝑚− 𝑙2𝑚2 cos(𝜃)2)
  

𝐵(4,1) =  
−𝑙𝑚 cos(𝜃)

(𝐼𝑚+𝐼𝑀+𝑙2𝑚2+𝑙2𝑀𝑚− 𝑙2𝑚2 cos(𝜃)2)
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Las matrices A, B, C y D del modelo de estados (96) se puede representar en 
definitiva en una función de transferencia con la siguiente expresión matemática: 

𝐻(𝑠) = 𝐶(𝑠𝐼 − 𝐴)−1 𝐵 + 𝐷                                                                                           (98)   

Reemplazando los parámetros de las tablas 11 en el modelo (97), se obtiene la 
representación numérica del espacio de estados: 

[

𝑥1̇

𝑥2̇

𝑥3̇

𝑥4̇

] = [

0 1
0 −23.97

0 0
5.41 0

0 0
0 −102.5

0 1
65.1 0

] [

𝑥1

𝑥2
𝑥3

𝑥4

] + [

0
5.993

0
25.62

] [𝑈] 

[
𝑦1

𝑦2
] = [

1 0
0 0

0 0
1 0

] [

𝑥1

𝑥2
𝑥3

𝑥4

] + [
0
0
] [𝑈] 

 (99) 

G.3.3    Modelo de espacio de estados en tiempo discreto 

El modelo en espacio de estados en tiempo discreto se hizo definiendo un periodo 
de muestreo 𝑇𝑚, el cual se seleccionó analizando el diagrama de Bode del sistema 
a una atenuación de 40db, donde la mayor frecuencia fue de 13 Hz, dando este un 
periodo de muestreo de 𝑇𝑚 = 1/(2 ∗ 13) = 0,03846 𝑠𝑒𝑔, sin embargo este se definió a 
conveniencia en 0,01 𝑠𝑒𝑔, dado a que experimentalmente los controladores 
requerían un periodo de muestreo más bajo para tener una respuesta más óptima 
y rápida. 

Para la discretización se parte del sistema lineal e invariante en el tiempo continuo 
(96), al discretizar la ecuación de estado quedara de la forma: 

𝑥((𝑘 + 1)𝑇) = 𝐺(𝑇)𝑥(𝑘𝑇) + 𝐻(𝑇)𝑢(𝑘𝑇)                                                                  (100) 

Donde las matrices 𝐺 y 𝐻 aparecen como resultado de la discretizacion del sistema 
continuo y dependen del tiempo de muestreo 𝑇𝑚, para determinar el valor de 𝐺(𝑇) y 
𝐻(𝑇), se utilizan las siguientes expresiones en tiempo discreto [5]: 

𝐺(𝑇) =  𝑒𝐴𝑇                                                                                                             (101) 

𝐻(𝑇) = (𝑒𝐴𝑇 − 1)𝐴−1𝐵                                                                                              (102) 

La ecuación de salida al ser discretizada queda: 

𝑦(𝑘𝑇) = 𝐶𝑥(𝑘𝑇) + 𝐷𝑢(𝑘𝑇)                                                                                      (103) 

Discretizando el espacio de estados continúo (96) con el periodo de muestreo 𝑇 =
0,01 𝑠𝑒𝑔 se obtiene la representación numérica del espacio de estados en discreta: 

 

𝐺 = [

1 0.00889 0.0002506 8.514𝑒 − 07
0 0.7868 0.04822 0.0002506
0
0

−0.00474
−0.9123

1.003
0.626

0.01001
1.003

] 
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𝐻 = [

0.0002771
0.05331
0.001185
0.2281

] 

                                                                                                                                        (104) 

 

G.4       CONTROL POR ESPACIO DE ESTADOS 

El principio de diseño de un sistema de control por espacio de estados parte de la 
dinámica de cada sistema para obtener una matriz de ganancia de retroalimentación 

𝐾 que, mediante la optimización de la función de coste, calcula la ley de control para 
optimizar mejor su rendimiento, se determina un algoritmo que permite generar una 

de las variables de control de la planta 𝑢(𝑘), de manera que las salidas 𝑦(𝑘) 
cumplan con unas especificaciones de funcionamiento establecidas [9]. 

Sea un sistema de control, definido por la ecuación: 

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐺𝑥(𝑘) + 𝐻𝑢(𝑘)       𝑦(𝑘) = 𝐶𝑥(𝑘)                                                                       (105) 

El objetivo es encontrar una señal de control 𝑢(𝑘) que lleve el sistema a un estado 
final deseado, la señal de control está dada por: 

𝑢(𝑘) = −𝐾𝑥(𝑘)                                                                                                                   (106) 

Donde 𝐾 la  es la matriz de retroalimentación, y convierte al sistema en un sistema 
de control en lazo cerrado estable, reemplazando la ley de control en la (106) [6]. 

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐺𝑥(𝑘) − 𝐻𝐾𝑥(𝑘)   

𝑥(𝑘 + 1) = [𝐴 − 𝐵𝐾]𝑥(𝑘)                                                                                                     (107) 

La matriz de ganancia 𝐾 se puede obtener por la solución de la fórmula de 
Ackerman, el cual permite calcular directamente la matriz de ganancia de, a partir 
de la ecuación: 

𝐾 = [0 0 … 1][𝐵 𝐴𝐵 … 𝐴𝑛−1𝐵]−1(𝐴)                                                                     (108) 

 

G.5       CONTROL LQR 

El regulador cuadrático lineal (LQR) determina una matriz de ganancias 𝐾⏞ que 
ayuda a minimizar la función de costo 𝐽, (109), las matrices 𝑄 y 𝑅 son matrices 
definidas positivas en forma diagonal, para determinar el equilibrio entre el 
seguimiento de una trayectoria por parte de los estados y la energía de la señal 
control requerida por el sistema para alcanzar los objetivos de control deseados. La 

matriz 𝐾⏞ se determina al resolver la ecuación matricial de Riccatti, dadas las 
matrices 𝑄 y 𝑅 [16]. 

𝐽 =
1

2
∑ (𝛿𝑇𝑄𝛿 + 𝑢𝑒

𝑇𝑅𝑢𝑒)
∞
𝑘=0                                                                                              (109) 
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G.5.1    Diseño del controlador LQR 

Para el diseño del controlador se trabaja con la sección G.3.2 correspondiente al 
modelo del péndulo representado en espacio de estados en tiempo continuo. Se 
definen las matrices diagonales 𝑄 y 𝑅 explicadas en la sección G.5 buscando 
obtener una buena respuesta transitoria en el desplazamiento de la base móvil y los 
ángulos de inclinación de los eslabones. 

𝑄 = [

10000
0
0
0

0
10
0
0

0
0

131.3121
0

0
0
0
10

] 

𝑅 = [1] 

                                                                                                                                        (110) 

El criterio que se utilizó para la selección de estos valores fue la regla de Bryson 
donde 𝑄 y 𝑅 se determinan así: 

𝑞𝑖𝑖 =
1

𝑥  𝑖 𝑚𝑎𝑥
2                                                                                                                (111) 

𝑟𝑖𝑖 =
1

𝑢  𝑗 𝑚𝑎𝑥
2                                                                                                               (112) 

Para la regla de Bryson deben asumirse los máximos valores deseados de 𝑥 y 𝑢, 
en nuestro caso nos enfocamos en mejorar la respuesta sin importar el costo, por 

lo que se puede tomar 𝑹 = 𝟏, entendiendo que se está minimizando el error de 
estado de las salidas del sistema, a través del mejoramiento del desempeño, en 

otras palabras, se buscaran los valores idóneos de la matriz 𝑄. Entonces tomando 
un error máximo de 1 𝑐𝑚 en la posición del carro, es decir un error de 0,01 𝑚 da un 
valor de Q de: 

𝑞1 =
1

0,0001
= 10000 

La otra salida del sistema es la posición angular del eslabón, se asume un error 
máximo de 5° = 0,0872665 𝑟𝑎𝑑 de oscilación para ambos: 

𝑞2 =
1

7,61544−03
= 131,3121 

Al solucionar la ecuación de Riccatti con la ayuda de la función lqr de Matlab, se 
obtiene la matriz de retroalimentación de estados. 

𝐾 = [−100 −54.0876 99.9529 15.1280]                                                                      (113) 

 

G.5.2    Simulación del controlador LQR 

Para la simulación del controlador LQR se implementó un diagrama de bloques en 
la herramienta Simulink de Matlab. Este diagrama de bloques cuenta con el modelo 
no lineal del PIL y el controlador K diseñado.  
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Figura 98. Diagrama en lazo cerrado del controlador LQR [Autor] 

 

En la figura 99 se puede observar la respuesta transitoria del sistema con el 
controlador LQR dado un punto de inicio de 5° para el eslabón respecto a su punto 
de equilibrio que es 0°. El desplazamiento de la base móvil (Salida 1) se estabiliza 
en un tiempo de 1,2 segundos aproximadamente, mientras que la variación del 
ángulo del eslabón (Salida 2) se estabiliza en un tiempo de 1,5 segundos. 

Figura 99. Respuesta transitoria del regulador LQR [Autor] 

 

  

En la figura 100 se puede observar la acción de control del sistema ante las 
condiciones iniciales mencionadas anteriormente.  
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Figura 100. Acción de control del regulador LQR [Autor] 

 

 

G.6       METODO SWING-UP 

Dado que las variables de estado en modelos matemáticos linealizados solo pueden 
realizar  acciones de control en regiones muy cercanas al punto de equilibrio, será 
necesario realizar una maniobra de control que permita llegar a zonas muy cercanas 
al punto de equilibrio. Con este fin es necesario definir una función que permita la 
regulación de energía en la planta, hasta alcanzar así un valor energético deseado 
y que se define a partir de los requerimientos del control [22].  
 
La primera aplicación de esta metodología fue mostrada en 1996 por Astrom y 
Furuta, y aún hoy en día por su eficiencia sigue siendo ampliamente implementada, 
en el cual se mostró como idea fundamental la necesidad de incrementar la energía 
del sistema hasta alcanzar un nivel suficiente que permita llevar la planta a una 
región muy cercana al punto de equilibrio (posición vertical superior) y allí realizar la 
conmutación de las técnicas de control para efectuar la estabilización del sistema 
[22]. 
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Figura 101. Representación energía para Swing-up de un péndulo [23] 

 

 

En la figura 101, se observa que la zona en donde el método swing-up funcionara 
aplicando la variación de energía al sistema, en este caso la zona roja representa 
el espacio en donde este método se rige, y a partir de la zona verde, cuando el 
péndulo entre dentro de este rango, el método se hace nulo, y entra a regir el 
controlador que se esté trabajando, para mantener el péndulo en esta zona, para 
estabilizar su posición. 
 

La energía mecánica total del péndulo 𝐸 se define en la siguiente ecuación. 
 

𝐸 =
1

2
𝑚𝑙2𝜃2̇ + 𝑚𝑔𝑙(1 + cos 𝜃)               (114) 

 
La energía de referencia para el control en energía será aquella que tiene el péndulo 
cuando este se encuentra en la posición deseada, esto es, en posición vertical hacia 

arriba, 𝜃 = 0, y sin velocidad, 𝜃̇ = 0. 
 
𝐸𝑟𝑒𝑓 = 𝑚𝑔𝑙                 (115) 

 
Ahora, es posible mediante la aplicación de la teoría desarrollada por el matemático 
y físico Aleksander Lyapunov encontrar una señal de control que permita llevar la 
función correspondiente a la posición del péndulo a operar en una región deseada. 
 

𝑢 = k(Eref − E)sign(𝜃̇cos (θ))                                                                                                        (116) 
 

De la ecuación (116), 𝑘 es un parámetro de diseño y la dirección depende de 

cambiar el signo de 𝜃̇𝑐𝑜𝑠𝜃. El propósito del método de control por energía es 
construir un servosistema que tenga una entrada de referencia sinusoidal que se 

obtiene de (𝜃, 𝜃̇), y generar 𝑥̈ que satisfaga la condición de signo para controlar 𝑢 a 
un valor definido.  
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G.6.1    Simulación del método Swing-up 

Obtenida la ecuación de energía para el levantamiento (116) del péndulo desde su 
zona de reposo, se implementa en Simulink en diagrama de bloques y se relaciona 
el voltaje de energía con el voltaje de control del péndulo para realizar la respectiva 
simulación y comprobar su funcionamiento. 
 
Figura 102. Diagrama de bloques Swing-up [Autor]  

 

 

Figura 103. Diagrama de bloques Swing-up-LQR [Autor]  
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Figura 104. Respuesta transitoria del controlador LQR con Swing-up [Autor]  

 

Figura 105. Acción de control del controlador LQR con Swing-up [Autor]  

 
 

G.7       IMPLEMENTACIÓN CONTROL LQR 

Para la implementación del controlador LQR en el sistema fue necesario calibrar el 
punto de equilibrio (0°) del eslabón. 

G.7.1    Punto de equilibrio 

La implementación del controlador LQR diseñado en la sección G.5.1 se muestra 
en la figura 106 donde se observa la respuesta transitoria de las variables, el 
desplazamiento del carro realiza oscilaciones entre -0,01 y 0,01 [m] permitiendo que 
el ángulo del eslabón se mantenga cerca de su punto de equilibrio de 180°. En la 
figura 107 se observa la acción de control generada por el actuador para realizar la 
regulación de los eslabones, la señal es suave aunque tiene picos de 15V en 
algunos instantes. Los datos fueron tomados cada 0,01 segundos que corresponde 
a nuestro periodo de muestreo. 
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Figura 106. Respuesta transitoria del controlador LQR implementado [Autor] 

 

 

Figura 107. Acción de control del controlador LQR implementado [Autor] 

 



120 
 

G.7.2    Punto de equilibrio, Perturbación 

Se implementa el controlador LQR en el prototipo y se expone a perturbaciones que 
comprueben su funcionamiento, aplicando pequeñas fuerzas externas en donde la 
variación del ángulo del eslabón se vea afectada por la perturbación. 

En la figura 108 se muestra el comportamiento de las variables ante las 
perturbaciones aplicadas, cabe resaltar que se hicieron tres en sentido horario de 
las manecillas del reloj en los segundos 4, 9 y 21. Y una en sentido anti-horario a 
los 15 segundos. 

El eslabón alcanza los 19° en la perturbación de 4 segundos, 23° en la de 9 
segundos, 18° en la de 15 segundos, y 21° en la de 21 segundos.  

En la figura 109 se muestra la acción de control generada ante estas perturbaciones, 
se observan los picos de voltajes que envía el actuador para lograr estabilizar los 
eslabones.  

Figura 108. Respuesta transitoria del controlador LQR ante perturbaciones [Autor] 
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Figura 109. Acción de control del controlador LQR ante perturbaciones [Autor] 

 

 

G.7.3    Punto de equilibrio con Swing-up 

Se implementa el controlador LQR en el prototipo con Swing-up y se expone a 
perturbaciones que comprueben su funcionamiento, aplicando fuerzas externas en 
donde la variación del ángulo del eslabón se vea afectada por la perturbación. 

Se hicieron 2 tomas de datos, de las cuales se tiene evidencia video gráfica y se 
adjuntan como anexo.  

Toma No.1:  

En la figura 110 se muestra el comportamiento de las variables ante las 
perturbaciones aplicadas, cabe resaltar que en esta toma se hicieron 3 
perturbaciones fuertes a los 19, 27 y 35 segundos que permitieron que el swing-up 
entrara nuevamente funcionamiento y levantara el péndulo a su posición de 
equilibrio. 

Así mismo  se hicieron 4 pequeñas perturbaciones en sentido horario de las 
manecillas del reloj en los segundos 45, 48, 59 y 67. Mientras que, en el sentido 
anti-horario se hicieron 2 perturbaciones en los segundos 51 y 55. 

En la figura 111 se muestra la acción de control generada ante estas perturbaciones, 
se observan los picos de voltajes que envía el actuador para lograr estabilizar el 
eslabón.  
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Figura 110. Respuesta transitoria del controlador LQR con Swing-up toma 1 [Autor] 

 

Figura 111. Acción de control del controlador LQR con Swing-up toma 1 [Autor] 
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Toma No.2:  

En la figura 112 se muestra el comportamiento de las variables ante las 
perturbaciones aplicadas, cabe resaltar que en esta toma se hicieron 2 
perturbaciones fuertes a los 15 y 79 segundos que permitieron que el swing-up 
entrara nuevamente funcionamiento y levantara el péndulo a su posición de 
equilibrio. 

Así mismo  se hicieron 4 pequeñas perturbaciones en sentido anti-horario de las 
manecillas del reloj en los segundos 29, 38, 51 y 71. Mientras que, en el sentido 
horario se hicieron 2 perturbaciones en los segundos 45 y 61. 

En la figura 113 se muestra la acción de control generada ante estas perturbaciones, 
se observan los picos de voltajes que envía el actuador para lograr estabilizar el 
eslabón.  

 

Figura 112. Respuesta transitoria del controlador LQR con Swing-up toma 2[Autor] 
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Figura 113. Acción de control del controlador LQR con Swing-up toma 2[Autor] 

 

 


